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MATRIZES

1. DEFINICAO

Denominamos matriz de ordem m x n (Ié-se m por n) o conjunto de numeros reais dispostos
em um quadro de m linhas (disposi¢des horizontais) e n colunas (disposi¢des verticais).

Algebricamente uma matriz A pode ser indicada por:

Colunas

O elemento a, dotado de dois indices onde o primeiro, i, indica a linha e o segundo, j, indica a

coluna, as quais o elemento a, pertence.

2. CLASSIFICACAO DAS MATRIZES

2.1 - Matriz nula:

E a matriz que tem todos os seus elementos iguais a zero.

2.2 — Matriz quadrada:

E a matriz que tem o numero m linhas iguais o numero n de colunas.

2.3 — Matrizes identidade

A matriz quadrada de ordem n, em que todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1

e os demais elementos sao iguais a 0.

Representamos a matriz identidade por 7,.




Exemplos:

Diagonal principal

Diagonal principal

2.4- Matriz oposta — Seja Anxn, uma matriz qualquer, chamamos de matriz oposta de A e
indicamos (- Amxn), aquela matriz onde cada elemento correspondente ao da matriz A é o
oposto a ele.

Exemplo:

-2 -3 4 -5

A =
2 [—6 -8 -7 9

:| Iogo, - A2x4 = |:

2 3 -4 5
6 8 7 -9

2.5- Lei de Formagdo de uma matriz: E uma regra que define como sera o elemento de uma

matriz qualquer.

Exemplo: Construa a matriz asx. onde aj; = 2i +j.

Resolucéo: Temos a matriz A sx2 = |la,, a,, al|, portanto...
as 4y dgy
ea;=2(1)+(1)=2+1= a1=3
ea;p=2(1)+(2)=2+2 = a;;=4
©a=2(2)+(1)=4+1 = an=5
©ay=2(2)+(2)=4+2 = a;=6
©a3;=23)+(1)=6+1= az=7
©a;=23)+(2)=6+2 = az;=8




3. IGUALDADE DE MATRIZES

Duas matrizes A:(al.j) e B:(bl.j) do tipo m x n s&o iguais quando apresentarem todos os

numeros correspondentes iguais.

Um numero de A é correspondente de B, quando ocupa a mesma posi¢ao em sua tabela.

Exemplo:

Exemplo:

0
Sejam as matrizes A = (3

Como...
® a11= by ® az1 = by
® a;2= by ® ax = Dby

® a;3=bq; ® ax = by

Logo A = B.




Exercicios

1) Determinar a, b, c e d para que se tenha {1

2) Determinar x, y e z que satisfagam (3
Y

. . p+q -2
3) Determine p e q, tais que =
0 2p—q 0 3

. . 2 m -9 2 0
4) Verifique se existirm, me R, para que se tenha =
m-3 m+3 0 0

4-m* 1
5) Verifique se existirm, me R, se existir ( " j

+ 3 4
6) Seja A=(a,,)em que a, =i+ j. Determine m,n, e pem B = e , a fim
n—-1 m-2p 5

que tenhamos A = B.

. . 25 -1 ! 1 1
7) Determine x e y reais de modo que =

b 2 -1 2

Correcao dos exercicios

-1

1) Determinar a, b, ¢ e d para que se tenha {

a=-1;b=—%; c=6;:d=-10




1
2) Determinar x, y e z que satisfagam (3
y

x=—;y=-2;z=1

3
4

. . p+q -2 6 -2
3) Determine p e q, tais que =
0 2p—q 0 3

p=3;q=3

- . 2 m -9 2 0
4) Verifique se existir m, m € R, para que se tenha =
m-3 m+3 0 0

o 3

6) Seja 4=(a,,)em que a,, =i+ j. Determine m,n,e pemB = (

Nao existe m € R
e I . (4-m® 1
5) Verifique se existir m, me R, se existir 5 3

m=-2
m+n 3 4 i

, a fim que
n—-1 m-2p SJ
tenhamos A = B.

m=-2;n=4;p=-3

. : 2
7) Determine x e y reais de modo que (

4. MATRIZ TRANSPOSTA

Uma matriz B é a matriz transposta da matriz A, se as linhas de B forem ordenadamente as

colunas de A.
Propriedades da Matriz Transposta

1) (A+B) =AT+BT
1) (A)" = AT




1y (AN = A
IV) (AB)" = B'AT

5. ADICAO E SUBTRACAO ENTRE MATRIZES

Dado as matrizes A e B do tipo m x n, sua soma ou subtragdao A + Bou A - B é a matrizm

por n dos elementos correspondentes:(4+ B), = 4, + B, ou (4-B), = 4, - B,

y

Exemplo: Ao utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidade de efetuarmos certas
operagdes. Por exemplo, consideremos as tabelas, que descrevem a producdo de graos em

dois anos consecutivos.

Producédo de graos (em milhares de toneladas durante o primeiro ano)
Soja feijao arroz Milho

Regiédo A 4000 200 400 600

Regiao B 800 300 700 100

Regido C 1000 100 500 800

Produgéo de graos (em milhares de toneladas durante o segundo ano)
Soja feijao Arroz

Regido A 2000 20 250
Regido B 5000 100 350




Regigo C 3000 150 650 650

Se quisermos montar uma tabela que dé a produgao por produto e por regido nos dois anos

conjuntamente, teremos que somar os elementos correspondentes as duas tabelas anteriores.

4000 200 400 600| [2000 20 250 300 6000 220 650 900

800 300 700 100 |+|5000 100 350 O |[=|5800 400 1050 100

1000 100 500 800| |3000 150 650 650 4000 250 1150 1450
Producéao de graos (em milhares de toneladas durante os dois anos)

soja feijao Arroz Milho
Regiao A 6000 220 650 900

Regi&o B 5800 400 1050 100
Regigo C 4000 250 1150 1450

A soma de duas matrizes A = [aj] e B = [bj], de ordem (m,n), € uma matriz C = [c;] tal que:
Cij = aj + b
Propriedades da Adi¢cao de Matrizes

A+(B+C)=(A+B)+C
A+0=0+A=A
_A+A=A-A=0
A+B=B+A

6. MULTIPLICACAO DE UM ESCALAR POR MATRIZ

Considere a matriz

-3 2 -1
A=
{3 5 —3}

Podemos efetuar a multiplicagdo de um escalar por uma matriz. Por exemplo:




7. MULTIPLICACAO ENTRE MATRIZES

Suponhamos que a seguinte tabela fornega as quantidades das vitaminas A, B e C obtidas em

cada unidade dos alimentos | e Il.

A
Alimento | 4

Alimento Il 5

4 3 0
Na forma de matriz —>A:{5 0 J

Se ingerirmos cinco unidades do alimento | e duas unidades do alimento IlI, quanto
consumiremos de cada tipo de vitamina?
Podemos representar o consumo dos alimentos | e Il (nesta ordem) pela matriz "consumo" [5 2]

A operagao que vai nos fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina é o "produto™:

430
[5 2]{5 . l}=[5.44r2.5 53420 50+21]=[30 15 2]

Isto &, serdo ingeridas 30 unidades da vitamina A, 15 de B e 2 de C.
» Condicao necessaria
O numero de colunas de A deve ser igual ao numero de linhas de B.
> A ordem da matriz resultante C
E dada pelo nimero de linhas de A e pelo nimero de colunas de B.
A(1,4)B 4, 1)

» Operacao de multiplicagao




Multiplica-se o 1° elemento de A pelo 1° elemento de B, o 2° elemento de A pelo 2° elemento
de B, 3° elemento de A pelo 3° elemento de B, etc. e soma-se os produtos.

Exemplo 1: Sejam as matrizes A (1.4) € B,1):

[4 3 2 5], e A (1,4) x B (4,1) =C(1,1)

Como a numero de colunas de A é igual ao numero de linhas de B, é possivel realizar a

multiplicagéo.
C=[11]=[46+34+25+53]=[61]
Exemplo 2: Seja uma matriz A de ordem (2,3) e B de ordem (3,4), calcular a matriz produto C:
A(2,3)eB(3,4)=C (2,4)

Como a numero de colunas de A é igual ao numero de linhas de B, é possivel realizar a

multiplicacio.

Considere:

}B:

c11 =4x5 + 2x2 + 6x1 =30 Co1 =2x5 + 5x2 + 3x1 =23

Cio =4x2 + 2x3 + 6x2 = 26 Cxp = 2x2 +5x3 + 3x2 =25
C13 =4x4 + 2x1 + 6x7 = 60 Coz = 2x4 + 5x1 + 3x7 = 34
C14 = 4x1 + 2x0 + 6x6 =40 Cos4 = 2x1 + 5x0 + 3x6 = 20

Portanto, o produto das matrizes A (23) € B(z4) € a matriz:




30 26 60 40
497123 25 34 20

» Propriedades da Multiplicagao de uma Matriz por Outra
. Dadas as matrizes A, B, C de ordem (m,n), (n,p) e (p,r), respectivamente, tem-se:
(AB) C =A (BC)
. Dadas as matrizes A, B, C de ordem (m, n), (m, n) e (n, p), respectivamente, tem-se:
(A+B)C=AC +BC
. Dadas as matrizes A, B, C de ordem (n, p), (n, p) e (M, n), respectivamente, tem-se:
C(A+B)=CA +CB

. Dadas as matrizes A e B de ordem (m, n) e (n, p), respectivamente, tem-se para todo

namero |:
(IA)B=A(IB)=1(AB)
. A multiplicagao matricial ndo €, em geral, comutativa.
A x B ndo é sempre igual B x A

. Dadas duas matrizes A e B, se o produto delas for a matriz zero [0], ndo € necessario

que A ou B sejam matrizes zero.

Exemplo:

o o oo o

Entretanto, se A x B = 0 qualquer que seja B, entdo A = 0. Do mesmo modo, se A x B=0

qualquer que seja A, entdao B = 0.




Exercicios de Fixacao

1 2
1) Seja as matrizes A{Z | B C=|2| D=[2 -1], calcular

) D.(2A + 3B)

Escreva a matriz quadrada de dimensao 3x3 onde os elementos aij satisfazem a relagéao

aij = 2i + |

3) Dadas as matrizes 4=[4 7 -1] B=[-2 0 2]e C=[5 5 5]

Pede-se:

a) CalcularA+B-C
b) Encontrar a matriz X talque X+ A-B =0

1
4)Sendo A=|0 1
0 0

a) determinar a matriz X tal que 33X+ A-2B =0
b) determinar AB
c) determinar 3BA




Calcular os produtos AB e BA e verificar que eles sao diferentes.

1
6) Determinar a matriz X na equacgao | 2
1

3 0 1](2 10
7) Calcular o produtodamatriz| 2 -1 1(x{0 1 1
-2 0 0 I 0 1

8) Ache a matriz A do tipo 2 X 3 definida por a; =3i+4;

9) Obter a matriz A = (aj) 2«2 definida por a; = 3 i - j.

10) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2 e A' sua transposta, determine A, tal que A =2 A'.

11) Sobre as sentencas:

|. O produto das matrizes Asx2 . B2x1 € uma matriz 3 x 1.
[I. O produto das matrizes Asx4 . B5x2 € uma matriz 4 x 2.

[ll. O produto das matrizes Az« 3 . B3 x2 € uma matriz quadrada 2 x 2

E verdade que:

a) somente | é falsa;

b) somente Il é falsa;

c) somente lll é falsa;

d) somente | e Il s&o falsas;
e) I Il e lll sdo falsas




12) Calcule

Zj calcule (A+Bt).(At —B).

14) Dada a matriz , calcule A2

3
5

15) Dados 4 :{

1
}, calcule AB e BA, mostrando que AB # BA.

3 0 1
16) Calcular o produto da matriz | 2 -1

17) Obter a matriz A = (ajj) 2« definida por a; = 3 i — .




1 2 20
18) Se M:{O l}eN:{1 1]c;alcularMN—NM.

I 2
19) Se a matriz M ={0 1}, ent&o calcular a matriz A:(At)2

20) Sao dadas as matrizes 4= (aij)eBz(bij), quadradas de ordem 2 com a; = 3i + 4 e

bj = -4i — 3j. Se C = A + B, entao calcular C?.
21) Obter a matriz A = (ajj)2xz definida por a;; =3 i - j.

22) Na confecgao de trés modelos de camisas (A, B e C) sdo usados botbes grandes (G) e

pequenos (p). O numero de botdes por modelos é dado pela tabela:

Camisa A Camisa B CamisaC
Botodes p 3 1 3
Botoes G 6 5 5

O numero de camisas fabricadas, de cada modelo, nos meses de maio e junho, é dado pela

tabela:

Maio Junho
Camisa A 100 50
Camisa B 50 100
Camisa C 50 50

Nestas condicdes, obter a tabela que da o total de botées usados em maio e junho.




23) Sobre as sentencas:

I. O produto das matrizes Asx2 . B2x1 € uma matriz 3 x 1.
II. O produto das matrizes Asx4 . B5sx2 € uma matriz 4 x 2.

[ll. O produto das matrizes Az« 3 . B3 x2 € uma matriz quadrada 2 x 2

E verdade que:

a) somente | é falsa;

b) somente Il é falsa;

c) somente lll é falsa;

d) somente | e Il s&o falsas;

e) I, Il e lll sdo falsas.

24) Se A é uma matriz 3 x 4 e B uma matriz n x m, entao:

a) existe A + B se, e somente se,n=4em = 3;

b) existe AB se, e somente se,n=4em = 3;

c) existem AB e BA se, e somente se,n=4em = 3;

d) existem, iguais, A + B e B + A se, e somente se, A = B;

e) existem, iguais, AB e BA se, e somente se, A = B.

25) Calcule




26) Sejam as matrizes A = (aj) em que aj =i+ 2j, e B =(bj)sxoemque by =1+i+j.

a) Determine a matriz A + B.

b) Determine amatrizD =A-B

2 -1 3 -1 I -3
27) Sejam A= e B= e C= . Determine a matriz A+ B + C.
4 3 -2 2 -1 0

28) Resolva as seguintes equagdes matriciais.

3) (11
a) X+|-1]|=| 3
5) (-2

o w3 0

: , 2 4| |-1 3 1 -2
29) Determine a matriz X em + =X-
-3 5 0 5 3 4

30) Sejam as matrizes A = (aj)7x9, €m que a; = 2i —j e B = (bj)7 x9 €m que b =i + . Seja

C = A + B, em que ¢; = a; + bjj . Determine os elementos:

a) C21
b) Ces

3 2
X+Y=|4|+]|-1

31) Resolva o sistema matricial




32) Resolva o sistema matricial

Respostas dos exercicios




Wlw[w]|—

3 3
c)3BA=|3 6 15
3 12 75

-2
11

12 6
-3 7

10 14 18j

2 1
5 4




Botoes p

Botoes G




23) b

24) a é falsa




MATRIZ INVERSA

A matriz quadrada M, de ordem n, admite inversa se, e somente se, det M # 0. Neste caso a
matriz M é chamada INVERSIVEL. A sua inversa, que também é quadrada de ordem n e é

representada por M, além de existir, é Gnica e é definida por:

AxA'l=1

Demonstra-se que: "Se A e B forem duas matrizes quadradas de ordem n, tais que A . B = I,,,
entdo, necessariamente, B . A =1, e, portanto, A. B =B . A = |,,." Por este motivo, apesar da
exigéncia da definicdo, A . B = I, é condi¢do suficiente para A e B serem inversas uma da

outra.

Simbolicamente:

Exemplo:

b
¢ d] e da definicao decorre que:

4 1
A matriz inversa de Ll 3] por exemplo, € do tipo {

c

da+c 4b+d 1
= =
lla+3¢ 116+3d 0




4a +c=1 4b+d =0
= e
lla+3c=0 116 +3d =1

Assim sendo o processo apresentado, embora simples e claro por utilizar apenas a defini¢cao, é

muito trabalhoso, pois depende de um modo geral, da resolugdao de n sistemas e de n
equacgdes a n incognitas.

31
1) Obter a matriz inversa da matriz 4 :{2 } se existir.

c

b
Supondo que B = {a d} € a matriz inversa da matriz A, temos:

Calculando:




Propriedades da matriz inversa

Considerando-se A uma matriz inversivel, possui as seguintes propriedades:

| - A matriz inversa é unica. Esta propriedade € decorrente do conjunto das matrizes quadradas
n x n com a operagao binaria de multiplicagdo de matrizes formar um mondide.

II - A matriz inversa de uma matriz inversivel é também inversivel, sendo que a inversa da
inversa de uma matriz € igual a propria matriz.

[Il - A matriz transposta de uma matriz inversivel € também inversivel, e a inversa da transposta
€ a transporta da inversa:

IV - O produto de uma matriz inversivel por sua transposta é também inversivel.

V - O inverso de uma matriz multiplicada por um numero (diferente de zero) é igual a matriz
inversa multiplicada pelo inverso desse numero.

VI - O inverso do produto de matrizes inversivel € igual ao produto das inversas dessas matrizes
com a ordem trocada.

VIl - O determinante de uma matriz inversivel é diferente de zero.

Exercicios

-2
- 5 . o 1 2
1) Verifique se . |€@ matriz inversa de L)
5

2
4

2) Determine, se existir, a matriz inversa da matriz

-1 2
3) Seja a matriz A:[3 4], Determine 10. A™.




3 2 1
4) Sejam as matrizes Az(l lj e B 3 4}, determine:

a) A+A
b) (A-1)2 +A-1

2 4
5) Determine a matriz inversa, se existir, da matriz Az( | 2]

y -3
-2 X

-4
6) Ainversa de A:( ] € a matriz ( XS Xl ] Determine x e y.
X_

1 0 0
7) Determine a matrizinversade X={0 -2 0].
1 0 3

1 -1 0
8) Determine ainversade X={0 1 -1
0 0 1

)
3

3

2
11) Dada a matriz A:(l

)

J, escreva a matriz B, talque A. B = 1.




2
1

301
) e B:(o 2}’ determine X =(A.B™).




LISTA DE EXERCICIOS EXTRAS

1.) Construa as matrizes:
a) A= (aj)se tal que aj= (i —j)°.
b) B = (by)ue tal que by = {: et
2.) Achar os elementos das diagonais principal e secundaria da matriz A=(aj)3x3 nNos casos
abaixo:
a) aj=3i—]j
b) aj= 51" -2
3.) Calcule a soma dos elementos da 22 coluna da matriz A = (ajj)2x3, €m que a;= 2i +j — 1.
4.) Determine a soma dos elementos da diagonal principal com os elementos da diagonal
secundaria da matriz A de ordem 4 em que a;; =i —].
1 5 9
2 6
3 7 3
4 8 2

11 15
2 -7

5.) Sendo A= . Determine A'.

6.) Sendo A=

] Determine A' e (A")". Que concluséo vocé chegou?

7.) Qual a matriz transposta da matriz quadrada A = (a;) de ordem 2 com aij=i3+2 ?

8.) Determine x e y para que as matrizes A e B sejam iguais:

A__ X 1 1
a) A= _2 4

Obs: chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal que Al= A

1 x 5
9.) Determine X, y, zpara que amatriz A=|2 7 —4| seja simétrica.
y z -3




10.)

11.)

Dadas A= {2 _41}, calcule A+BeA-B.

Dadas A= > 7 , B= 2 4 6 e C= 0 -1-5 . Calcule:
9 11 8 10 12 1 4 7

a)A+B+C

b)A-B+C
JA-B-C

d-A+B-C

Cc

01 2 6 7 8
Seja C= (cjj)2x3 @ soma das matrizes A= e B= . Calcule a soma cpq +
3 4 5 9 10 11

C22 + Co3.

Sendo A= (aj)1x3 tal que aj = 2i - j e B= (bj)1x3 tal que bj=-i +j + 1, calcule A + B.

Dadas as matrizes:

1 2 -1 7
A={ }B= {0 5}C={ }determineamatrithal que X+A=B-C.

2 3 7 6 5 -2

11 0 6
Calcule as matrizes 2A; 1Be l(A+B) sendo dadas: A= e B= :
3 2 5 7 9 3

Sao0 dadas as matrizes:

A=O4_2;B=_3 6 9eC=O_1O
6 2 8 12 -6 0 1 -1 2

Calcule:

a)2A-B+3C

b)%A—(%B+C)

c) 3B —4C + 2A

Determine, em cada caso, a matriz X:

X_125‘
AX=_1 7 2

b)x{1 2Ho o}
5 1] |2 3




11 17
2 3 4
_11_14
2 7] |7 2

Responda:

a) Se A é do tipo 3x2 e B é do tipo 2x2 entdo AB é do tipo .
b) Se A é do tipo 5x3 e B € do tipo 3x1 entdo AB é do tipo .
c) Se A é do tipo 3x4 e B é do tipo 2x5 entdo AB

2 3 10
19.) Se A= ( 5 1] e B= (2 J. Calcule AB e BA. Agora responda: AB=BA?

1 2 6 2
20.) SeA= (3 OJ e B= (3 5}. Calcule AB e BA. Agora responda: AB=BA?

Obs: se ocorrer AB=BA, dizemos que as matrizes A e B comutam.

2
21.) Calcule AB onde A= 0 e B= 00 .
10 3 0

22.) Calcule: a) (_51 _43J (_32J

100 2
b1 1 0 2
01 1 1

1 2 2 0
23.) Sabendo que M= {O J e N= L 1] calcule MN - NM.

1 2 -1 2 -1
24.) Sendo A= e B= determine A'.B.
0 -1 2 1 0

1 2 2 -1
25.) Dadas A = 00 e B= , determine:
3 -1 2 3 1 0

a) (A-B)




b) A-B
c) A'-B

11
Sendo A= {0 J, calcule A2 = (A.A), A’= (A2A), A*=(A%.A). Tente perceber como se

comportam as matrizes produtos e deduza a matriz A" (n>1).

1 2
Se A= L 3}, determine A% + 2A — 11.1, (onde I, & a matriz identidade de ordem 2).

Determine a matriz inversa de cada matriz:
5 3
a) A= ( j
3 2
3 8
b) B=
2 5

1 2
29.) Qual é a matriz inversa da matriz A= L 8]?

30.) Calcule os determinantes das seguintes matrizes:

Obs: se os elementos de uma linha ou coluna qualquer de uma matriz A de ordem n

forem todos nulos, entao detA=0.




Respostas

2.) a) Diagonal principal: 2; 4; 6.
Diagonal secundaria: 0; 4; 8.
b) Diagonal principal: 3; 16; 39.

Diagonal secundaria: -1; 16; 43.

8.)a)x=1ey=-2

b) ndo existe igualdade.

9)x=2;y=5;z=-4




11.) a)A+B+C={
b)A-B+C=

c)A-B-C=

d)—A+B—C{

3

1
—4

-1
|—6

1
4

8

8

12 23 30}

0 -4
3 6

2
-9

0
-3

¥

4
-6

|




a) 3x2 b) 5x1 C) nao existe

AB:83 e BA:23
0 1 2 7

12 12
18 6

AB:BA:{

o o
s

b)3 4 3
3 3 4

a) nao existe
b) n&o existe
5 -1
3 -2
2 0
3 0

c)




A nao é inversivel

a) s b) % c) 26




DETERMINANTES

Como as matrizes tratadas neste estudo sdo quadradas, faz-se necessario identificar tais
matrizes. Uma matriz quadrada A de ordem n sera denotada por A=[a;] onde os indices
i=1,2,...,n indicam as linhas e os indices j=1,2,...,n indicam as colunas da matriz. O elemento da

linha i e da coluna j da matriz A sera indicado por a;.
O determinante de ordem 1 é indicado pelo préprio numero.

Exemplo:
Se A =2, entdo o det. |2|=

O determinante de ordem e é indicado pela igualdade da diferenca entre o produto da diagonal
Exemplo:

(@3 @@y t A @aday A nddas )t

+ (@@ andas T AR ads T a;ddag )

Exemplos :

A=|-3 , portanto det(A)=|-3 n&o & modulo de - 3.

2 5 2
B= , portanto det. (B) = .
-3 0 -3 0

5‘




, portanto det. (C) =

0

CALCULO DO DETERMINANTE

1) Primeiraordem - n=1
Aq = ”311” - det. (A1) = |a11| = a1,
Exemplos:

A= g .. det. (A)= |8 =8 (N&o & médulo de 8)

B=|-5 .. det (B)=|-5=-5(Naoémodulo de -5)

2) Segundaordem —» n=2

a
Az:I sy /%1 . det (A2) = (ar1. az2) - (a12. az).

>'\
-~
az@ 38y

Inverter Manter

Exemplo :

-1 2

s 4) . det(C)== (-1.4)=[2.(-3)]=-4+6 = det (C) =2

3 ) Terceiraordem —» n =3 (Regra de Sarrus)

N
a; ap An_ Ay Ag|Ay Ay~ -
N ~N
As=la,, a, o det(As)= Jay ap a

N 7
S
a; as A3 Az @@y A
T 7 NN
A// - N N \\A
A A// A A

e s

e 2”7
7 N

Inverter Manter




A partir deste ponto, o processo € analogo ao da resolugédo do determinante de segunda ordem.

Exemplo :
1 3 -5 5 1
2 4 3 = 3 2 © 8-27+0-60-0-12 =
-3 0 2 2 %

‘, e ‘,
Inverter

= det (D) =-91

3) Ordem maior ou igual a quatro - n > 4 (Regra, ou teorema de Laplace)

Podemos aplicar a regra (ou teorema) de Lalace para o calculo de determinantes de ordem

> 2, porém, na pratica, a utilizaremos quando o determinante for de ordem n > 4.

Vamos aqui, tomar um exemplo numérico e a,partir dele extrair os elementos necessarios para o

calculo de um determinante de ordem 4, tal procedimento sera estendido para qualquer

determinante em que se possa aplicar “Laplace”.

Exemplo :

4
Seja a matriz A = 3 , calcule det(A)=

Resolucdo: Usando “Laplace”, primeiramente vamos escolher uma fila (Linha ou coluna) do
determinante, como sendo a base para nossos calculos. Esta escolha é arbitraria, porém mais

adiante daremos uma sugestao, para facilitarmos os calculos.

Escolhendo, por exemplo, a segunda linha temos:




=4.A,,+2.A, +1.A,, +3.A,,

Onde Az, Az, Az e Ay sdo chamados de cofatores dos respectivos elementos.

Genericamente podemos indicar como cofator de a; como sendo:

A;; = (-1)". Dy

onde Dj é o determinante que se obtém ao eliminarmos a linha i e a coluna j referente ao

elemento do qual estamos calculando o cofator.

No nosso caso, os elemento envolvidos, referentes a segunda linha, s&o a1, az, a3 € ay4, entdo

temos :

=-(-16):>A21=16

-2 0
0 2 =16 = A»n=16
3 1

=-32 = A24=-32




Voltando ao determinante principal...

=4.A, +2.A, +1.A, +3.A,,

Substituindo os cofatores, temos :

det. (A) = 4.(16)+2.(16)+1.(32) + 3.(=32)

Det. (A) = 64 + 32 + 32 — 96

Finalmente... det(A)= 32

Exercicios

1) Calcule os determinantes das seguintes matrizes:




2) Seja A= (a;) uma matriz quadrada de 2% ordem, tal que a;= i +i .. Calcule det A.

1 -1
3) Sendo A= 3 e B= 3 :
0 2 2 0

Calcule det(A), det(B) e o det(AB). Responda: det(AB) = det(A) . det(B)?

1
1 3
4) Dadas A= {2 2} e B= 11, calcule [det(A)]? - 2 det (B).
3

5) Resolva as equagdes:

2
a) X X+ -0
5 7

0

b) X+3 2‘=

x-1 5

C) =11

2X X—2
4x+5 3x-1

6) Calcule os determinantes:

3 1
1 4
-2 1
-2 -1

a)




X
1
2

7) Resolva

0 2

8) Calcule cada um dos determinantes a seguir, utilizando a regra de Sarrus.

-1 2 3
10) Dadas as matrizes 4=|-2 2 |e B { - J, e sendo N = 50 + det. ( A.B), encontre o
0 1

valor de N.

1 3 2
11) Dadas as matrizes A4 = L 4} e B ={ ; } calcular o determinante da matriz A . B

12) Se A = ( aij ) € matriz quadrada de ordem 3 tal que aij =i - j entdo podemos afirmar que o

determinante da matriz 5 A é igual a:
a)12 b) 56 c)0 d) 32 e)2

13) Determine a soma dos elementos da diagonal principal da matriz A = ( aij )sx3, onde aij =i +

jsei>jouaij=i-jsei<j. Qual o determinante de A?




14) Seja A= (a;) uma matriz quadrada de 22 ordem, tal que a;= i+ .. Calcule det A.

1 -1
15) Sendo A= 3 e B= 3 .
0 2 2 0

Calcule det(A), det(B) e o det(AB). Responda: det (AB) = det(A) . det (B)?

1
1
16) Dadas A= {2 11, calcule [det(A)]? -2 det (B).
3

17) Resolva as equagdes:

b) X x+2=0
5 7

2
X —4/=0
-3 —-x

18) Calcule os determinantes:




11) Resolva

19) Sejam as Matrizes:

Encontre o determinante da equacado det A —det 6B — det 2C

20) Calcular os determinantes.




22) Calcular o valor de x.

2
5
3
0

25) Determine o conjunto verdade da equacao.

2 -3 4 11
7 6 1 . : ,

26) Sabendo que 5 s 5 g =-1470, calcule os determinantes das seguintes matrizes.
7 2 -3 -4

27) Resolva as equagdes:

b) -0

1

0_2 x’ x+3 2x-1
| |x o 3 2
1

1 0
, . -2 5
28) (ITA-2006) Sejam as matrizes 4=
-5
Determine o elemento ¢34 da matriz C = (4 + B).




29) (UEL-PR) Uma matriz quadrada A €& simétrica se A = A". Assim se a matriz
-1 2y
0 z-1]| ésimétrica, calcule x +y + z.
2

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

c)26 d)1 e)-9 )0

3) det(A) = 2; det(B) = -6; det(AB) = -12

4) 36

5)a)5

17
b) -




21)
a) 121

b) b(a® - c?)
c)4m + 8n -26

2
5
3
0

Solugao.

Aplicando Laplace é interessante escolher a linha ou coluna que possui mais zeros. Assim
elimina-se alguns cofatores.
a) A 12 coluna ou a 4? linha apresentam dois elementos nulos. Escolhendo a 12 coluna, vem:

2
4 -3 5 3 -1 2

=2 1 3+Mj4 -3 3=
4 1 0 4 1 0

ol ol ol "l eslr )
—()()-41 3), { ()()4 { ()~4 i

= (2)[(5)(=2) + (=3)(16)] + (D[(2)(16) + (=5)(7)] = (2)[-10 — 48] + ()[32 - 35] =116 -3 =—119

OBS: Repare que no determinante 3 x 3 foram escolhidos nas 22 colunas os elementos a3 € azs.

b) A 32 linha possui somente um elemento ndo nulo.




4—3_31421;—3 » Qe[ Y-
_1—(—)- —(—)-(—)-2 4+()-2 i

2 0 4
0 4 1

= (3N(=2)-(0) + (H.(-6)] = (3).[-24] = 72

OBS: Repare que no determinante 3 x 3 foram escolhidos na 22 coluna os elementos a4, e ay,.

c) O determinante de uma matriz triangular € o produto dos elementos da diagonal. Como um

desses elementos € zero, o determinante é nulo.

3

4
[ =®@0.0)=0
1

25) Determine o conjunto verdade das equagdes.

Solugao.
a) Aplicando Laplace na linha 1, temos:

0

== (2).((x).

-2

P L N L
6 -2 4 _2 4 6

0
X
2
6

= (2)[()-(20) + (=x).(14) + (=D.(-2)] = 6 = (2).[20x - 14x +2] =6 = 6x+2=3 = x = % -

1
6
b) Aplicando Laplace na coluna 1, temos:

0
1 2 0

=-39=(-DJ]2 0 —x=—39:(—1){(1).
4 1 x

1

2 - X
3 -2
4

X

0 —x
1 x

= (=1).[(1).(x) + (=2).(6x)] = -39 = x—12x =39 = —11x =39 = x = —%




7
26) Sabendo que 5 s 5 g =-1470, calcule os determinantes das seguintes matrizes.

7 2 =3 -4
Solugao.

Observando que os elementos se assemelham a matriz original, € possivel aplicar as
propriedades dos determinantes.

7 2 -3 -4 2 =3 4 11
7 6 1 2 7 6 14 2

a) =1470 b) =0
2 -5 5 8 2 -5 4 8

2 =3 4 11 7 2 14 -4

27) Resolva as equagdes:

b)

3 2

x+3 2x—w

Solugao.

O procedimento sera encontrar determinantes por qualquer método e igualar ao valor do 2°
membro. Nos casos acima de 2 x 2, sera utilizado o método de Laplace.

a) Laplace na 12 linha

b) Det 2 x 2 natural.

c) Laplace na 12 linha.

x 1 0 1 x 1
=)x 0 1= x 0=(2).00)-(x).(x*)=
0 x 1 1 0 x

a) = (x).((x).(—x) + (—1).(x))+ (—1).((1).(x2) + (1).(x)) =—x = (x).[-X" —x]+(-D.[x* +x] =X’ =

x=0
X =—=
2




x+3 2x-1

3 ‘:0:2(x+3)—3(2x—1):0:>2x+6—6x+3=0:>—4x=—9:>x=%

X
1 =12:>(2).(3)—(x)(—1)+(x).(—5):12:>6+x—5x=12:>—4x=6:>x:—g—
2

1 0 1/2

-2 5
28) (ITA-2006) Sejam as matrizes A= .

-5
Determine o elemento c34 da matriz C = (4+ B).

Solugao.

Repare que n&o é preciso resolver toda a soma dos elementos. A informagdo que interessa é
somente o elemento c3s. Como a soma relaciona elemento a elemento correspondente a sua

posicao, temos que: Czy =azs + by =1+1=2,

27) (UEL-PR) Uma matriz quadrada A é simétrica se A = A'. Assim se a matriz
2 -1 2y

A=|x 0 z-1| ésimétrica, calcule x +y + z.
4 3 2

2 x 4
Solugdo. Amatriz A" =| -1 0 3| é a simétrica. Igualando as matrizes A e A", temos:
2y z—-1 2

2 -1 2y 2 x 4 “l=x=>x=-1
=-1 0 3|=2y=4=y=2 =>x+y+z=—-1+2+4=7
2y z-1 2 z-1=3=2z=4
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SISTEMAS LINEARES

Um sistema linear é formado por um conjunto de m equacgdes lineares, equagdes estas que se

caracterizam por apresentarem todas as incognitas com poténcia de grau um.

Exemplos :

—6x+2y=0

2x +11y =0

x+y+z=9
c) {x—y+2z+3w=9
Sx+11y=1

MATRIZES ASSOCIADAS
4x + 3y =1

No sistema
2x =S5y =-2

SJ Matriz incompleta

1
2] Matriz completa

REPRESENTAGAO MATRICIAL DE UM SISTEMA LINEAR

2x —y =3 5 _1
O sistema pode ser escrito na forma matricial: (1 ; j(
x+3y=5




2 —1) .
(1 ; j E a matriz incompleta (ou dos coeficientes).

(xj E a matriz das incégnitas.
Y

3) .
(Sj E a matriz dos termos independentes.

SOLUGAO DE UM SISTEMA LINEAR

A solucao de um sistema linear é a sequéncia ordenada (n-upla) que é solugdo de cada uma

das equacdes do sistema.

Exemplos:

x+y=3
No sistema , temos o par ordenado (2, 1) como solugdo do sistema, pois ele é
x—-y=1

solucdo das duas equacgdes do sistema.

X—y+z=2
No sistema , temos a terna ordenada (0, 2, 4) como solugéo do sistema, pois
2y -z =0

ele é solugcédo das duas equacgdes do sistema.

CLASSIFICAGAO DE UM SISTEMA LINEAR

Um sistema linear é classificado de acordo com seu numero de solugdes...




SISTEMA LINEAR

POSSIVEL IMPOSSIVEL

Possui solucido Nao possui soluciio

DETERMINADO INDETERMINADO

Solucio unica Infinitas solucoes

Exemplos :

-X+y=35
O sistema é S.P.D, pois o par ordenado ( 1, 6 ) é sua UNICA solugéo.
3x-y=-3

5x =5y +5z2=10
O sistema € S.P.1, pois apresenta INFINITAS solucdes, entre elas, podemos
X-y+z=2

citar: (1,1,2);(0,2,4):(1,0,1).

X—y =5
O sistema é S.1, pois NAO apresenta soluco.
Xx—-y=3

EXERCICIOS:

2x—y =5
1) Verifique se ( 2, -1 ) € solugao do sistema linear
x+y =1




2) Idempara (1,1, 1)no sistema

3) ldempara (0,-2,5)nosistema< x+y+z=4
y—z=17

4) Considere o sistema{x - y = 1.

a ) Apresente algumas solugdes do sistema.
b ) Classifique o sistema.

5) Construa a matriz incompleta e a matriz completa de :

3x, +4x, =2 3x+2y =5
a) b)) x-y=1

6 ) Escreva o sistema associado as equagdes matriciais :




REGRA DE CRAMER

Existem alguns métodos para classificarmos e/ou resolvermos um sistema linear. Vamos

recordar a Regra (ou método) de Cramer. Tal regra consiste em separar o sistema em matrizes

e calcular seus determinantes. Entdo, a partir de divisbes entre estes determinantes,

encontramos a solugao do sistema.

Vamos a um exemplo pratico...

X+2y-z=-5
Resolva o sistema {—x — 2y -3z =-3 , usando “Cramer”.
4x-y-z=4

Resolugao:

Calculando o determinante principal “D” ...

1 2 -1
=|-1 -2 -3=D=-36 #0, portanto S.P.D.
4 -1 -1

Calculando os determinantes das incégnitas ...

-5 2 -1
~3 -2 -3 =D,=-36.
4 -1

_3 :Dz='72.
4




Portando... S={(1,-2,2)}

Exercicios:

1) Resolva os sistemas lineares, usando “Cramer” :

Xx-y+z=0
b) <x+2y-2z=3
2x —y—-z=-3

S={(42)} S={(1,3,2)} S={(3,1,2)}

DISCUTINDO UM SISTEMA LINEAR

Dx0->S.P.D
S.P.I

ou -’
S.I

Por Cramer, quando D=0—

Na primeira parte do nosso curso, ndo vamos estudar os modos de determinar se um sistema é
S.P.I ou S.1, logo, ao classificarmos um sistema linear com D = 0, basta deixar indicado com
“S.P.lou S.I”.

Exemplos:




x+y =3
1) discuta o sistema em fungdo de “m”:
2X + my =2

Resolucao:

1 1
D=‘ ‘—>D=m—2.
2 m

SPD->D#0 = m-2%x0 = m=z= 2.

S.P.I
OU;—->D=0 = m-2=0 = m=2.
S.I

x-y-z=1
2) ldempara < 2x +y+3z=6
mx+y+5z =9

2x+3y-z=0
1) Considere o sistema < x-2y+z=5 . Verifique se a) (2 ,-1,1)eseb) (0,0, 0) séo
—-X+y+z=-2

solugdes.

2X — 2t =1
2) Verifique quais das quadruplas sao solugdes do sistema Xoywz+ :
3X+2y-5z-4t=5
a)(1,5,0,2)

b)(-1,3,-2,8)

c) (%,7,—1,4)

d)(a,-2a,2a-1,1-3a)




3) Calcule o valor de m para que (3, -2, 2m) seja solug¢ao do sistema:
X—-y-2z=9
X+2y+z=-3
3x—2y+5z=3

4) Calcule o valor de k paraque (k+ 1, k-1, 2) seja solugao do sistema:

X+y+z=0
2x+y-3z=-8
X+5y+z=4

_ 3x+y=k*-9 | A
5) Calcule o valor de k para que o sistema seja homogéneo.
Xx-2y=k+3

6) Expresse matricialmente os sistemas:
2x+y=5
a) { y

x-3y=0

2a+b+c=-1
a+c=0
—-3a+5b-c=2

-X+y+z-t=2
2x-y+t=0
y-z+3t=1

X+2y-z+4t=-5
7) A expressao matricial de um sistema é:

sl

8) Resolver os sistemas usando a Regra de Cramer:

2y =
a) X+2y=95
2x -3y =4

Determine as suas equacoes.

X+2y=2
-X+4y =1




X+2y—z=2
2x-y+3z=9
3x+3y—-2z=3

9) Classifique e resolva os sistemas escalonados abaixo:
-X+3y-z=1
a) 2y+z=2
52 =10

3Xx—-2y+4z=2
-y+3z=-3
7z=0

X+2y+3z=14
4y +5z = 23
6z =18

X—-y+z=4
y—-z=2

3z+t=2

X+2y—-z+t=1

f)
-y+3z-2t=2

x+4y z=2

2x-3y+z-t=4
y—z+2t=

y+z=3

10) Resolva os sistemas usando o método do escalonamento:

4x-2y =8
X+5y =-9

2x + 5y =11
X+3y=—7




2x+3y =4
3x -5y =-2

2x+3y =3

d)
3x+2y =2

X+y+2z=0
x-y-3z=0
2x+3y+5z=-3

3x+4y+32 9
x—2y—-3z=1

X+3y+2z=2
3x+5y+4z=4
5x +3y+4z=-10

8x+5y-3z=0
7x—-2y+z=0
3x+4y-5z=0

.
|
d
d
d

Respostas dos exercicios

1) a) sim

2) a) sim

b) néo

3)m=-1
4) nao existe k que resolva o sistema
5 k=-3




2a-5b=—4
7) 1@
3a+b=7

8)a)S={(1,2)}

e

c)S={1,2,3)}
d)S={6,4,1);

9)a)SPD S={(-3,0,2)
b)SPD S={%,3,0)}
c)SPD S={(1,2,3)
d)SPI  S={6,2+a,aq);ae IR}

e)SPI  S= 43—17a’11—7a’2—a’a;a€|R
6 3 3

ISPl S={5-5a+3B,-2+3a-2B,a,pB);ap e IR
g)SPI  S={(-10+5a,3—-0a,a)ac IR}

d)S={0, 1)
e)S={(1,-5,2)}
f)S={(1,3,-2)







LISTA GERAL DE MATRIZES — OPERACOES E DETERMINANTES

1) Dadas as matrizes 4 =[q,],,, tal que a, =i’e B=[b,],,, tal que b, = ;', determine:
a) a, +b, b) ay,.(b, +by,) C) ay.b,,

2) (FGV-2005) As meninas 1 = Adriana; 2 = Bruna e 3 = Carla falam muito ao telefone entre si. A

[ [

matriz M mostra cada elemento a; representando o numero de telefonemas que “i" deu para

0 13 10
no més de setembro: M =[18 0 6|. Quem mais telefonou e quem mais recebeu ligagbes?
9 12 0

3) Uma matriz A é do tipo 3 x 5, outra matriz B é do tipo 5 x 2 e a matriz C é do tipo m x 4. Qual

o valor de m para que exista o produto (A.B).C?

5
3} e B=[4 0]obtenha X tal que X.A = B.

3
4) Dadas as matrizes 4= L

12 -6

3 -1 5 4 8
5) Determine x e y na igualdade B }{ } ={ }

vyl L8 vy

1 2
6) Dadas as matrizes 4 = L s 0 |, determine A + 2.B™.

2 1
7) Encontre a solu¢do da equacdo |4 -1 n—-1=12.

n 0 n

2 1 3
8) Encontre a solu¢doda equacao 4 -1 n—-1=12.

n 0 n




1 0
5 -3
9)Sendo 4={-2 3|e¢ BzL 5 } calcule AB.
0 4

4 5
10)Sendo 4 = {3 4} determine a matriz inversa da matriz A.

2 1
11) (AFA 2003) Sejam m e n numeros reais tais que m # n e as matrizes Az{3 S}e

-1 1 . : ~ .
B:{O } Qual a relagdo necessaria entre m e n para que a matriz C = mA4+nB nao seja

invisivel.

Obs. Para que a matriz C nao seja imersivel, seu determinante deve ser nulo.

2 _1 1
sabendo que det A” = ——.

12 — Encontre o valor de x na matriz 4 = { 0
X

13) Seja A ainversa de 4 :[

4
2} . Determine A + A,

I 2
14) (UC — GO) Determine x a fim de que a matriz 4 = (0 Jseja igual a sua inversa.
X

15) Resolva os sistemas,
+3y=5 -y=3
a) xX+3y b) xX—y
3x-2y=1 4x—-4y =6

— =8
16) Determine o valor de a para que o sistema {ax g seja possivel e determinado (SPD).

2x+4y =6

+2y=1
17) Determine o valor de k de modo que o sistema {: ;} ) seja impossivel (SI).
x+8y=

18) Discuta os sistemas abaixo em fungéo do parametro k.




5 kx+2y =3 b 3x+4y =8
4x+6y =9 6x+ky=7

19) Resolva os sistemas, se possivel, e classifique-os.

x+y+2z=4 X+y+z=6 X+y+2z=5 x+y+3z=4
a) 12x-3y+z=0 b) <3x+2y—z=4 C) 12x+2y+4z=10 d) {2x-3y+4z=5
Sx—y—z=3 Sx—-4y+3z=6 3x+3y+6z=14 3x-2y+7z=9

20) (ITA — SP) Seja a um numero real. Considere os sistemas lineares em X, y e z. Calcule o

x+y—-z=0
valor de a para que o sistema <x—3y+z =1 admita infinitas solug¢des.
-2y+z=a

21) Numa loja, os artigos A e B, juntos custam R$70,00. Dois artigos A mais um C custam
R$105,00 e a diferenca de precos entre os artigos B e C, nessa ordem, é R$ 5,00. Qual o prego
do artigo C?

22) (UERJ) Um feirante separou um numero inteiro de duzias de tangerinas (t), de magéas (m) e
de péras (p). Observou que para cada maga arrumada, havia 2 tangerinas. Com 90 duzias, ele
fez lotes de 6 tangerinas, lotes com 6 macéas e lotes com 4 péras. Colocou em cada lote,
indistintamente, o preco de R$0,50. Arrecadou R$105,00 na venda de todos eles.

Calcule t, m, e p.

23) Misturam-se dois tipos de leite, um com 3% de gordura outro com 4% de gordura para obter,
ao todo, 80 litros de leite com 3,25% de gordura. Quantos litros de leite de cada tipo foram

misturados?

1 3
24) Determine, se existir, a inversa de A:(O 2}.

3 1
25) Determine a matriz X tal que X— A + B =0, sendo dados 4=| -2 |e B=|-2|
5 4

26) Calcule det A, sendo:

a) A = (a;j) uma matriz quadrada de 2% ordem, com a;; = i2 + ij.




Tx-3y=10
b) A, a matriz dos coeficientes das incégnitas do sistema {Zx Sy 6 na posicao em que
xX+oy=

3 -2 4
27) Sabendo que az‘l = e c= A calcule o numero real x tal que x = 3a -

2b + c°.

28) Aplicando a regra de Sarrus, calcule os determinantes:
3 -2 =2

a)a=l -1 —1],
2 -3 -3

2 3
29) Resolva a equagdo [0 1
2 X

x+1 3 X
30) Seja a matriz quadrada 4=| 3 X .Calcule x de modo que det A = 0.
x—1

3x+y=10

31) Classifique e resolva o sistema 3 )
y=—

x+y=10
2x+2y=5

2x+2y =10
33) Classifique e resolva o sistema Y :

32) Classifique e resolva o sistema {

x+y=5

34) Discuta o sistema linear {
x—y=1

3x+2y=1
35) Calcule os valores de a para que o sistema { * 6y 0 seja possivel e determinado.
ax—6y=

m+2)x+(m+5y=7
36) Calcule os valores de m para que o sistema ( Jx+ )y seja possivel e
2x+(m+3)y=0

determinado.




37) (UF - SC) Sejam 4=(a,),.; € B=(b;),, duas matrizes definidas por a, =i+, e b, =2i+j,

respectivamente. Se 4-B =C, entédo qual € o elemento c,, da matriz C ?

8 5
2X +3Y =
[—9 wj

38) Resolva o sistema A ;
X-d4v=|
(1 —mj

51
39) Considere A=(4 Oj' Determine (47 + 4"

40) Escreva a matriz A = (a;) do tipo 3x4 sabendo que a; = 2i — 3j.




LISTA GERAL DE MATRIZES — OPERACOES E DETERMINANTES - GABARITO

1) Dadas as matrizes 4 =[q,],,, tal que a, =i’e B=[b,],,, tal que b, = ;', determine:

a) a, +b, b) a,.(b, +by) C) a, b,

Solugao. Nao é necessario construir todas as matrizes. Basta identificar os elementos indicados.

b) <b, =1'=1 = a,,.(b, +b,,)=4.(1+4)=4(5)=20
by, =2 =4

2
= anby =(10)=2

2) (FGV-2005) As meninas 1 = Adriana; 2 = Bruna e 3 = Carla falam muito ao telefone entre si. A

[ s

matriz M mostra cada elemento a; representando o numero de telefonemas que “i" deu para ‘|

0 13 10
no més de setembro: M =[18 0 6|. Quem mais telefonou e quem mais recebeu ligagbes?
9 12 0

Solugao.

Observe que a diagonal nula informa que ninguém ligou para si mesmo e, obviamente, néo
recebeu ligacdo de si mesmo. Decodificando os valores das posigoes:

a) Adriana fez 23 ligagdes: 13 para Bruna e 10 para Carla.

b) Bruna fez 24 ligagdes: 18 para Adriana e 6 para Carla.

c
d
e) Adriana foi a 2% menina que mais ligou. E recebeu 18 + 9 = 27 ligagdes.

Carla fez 21 ligagbes: 9 para Adriana e 12 para Bruna.

Bruna foi quem mais telefonou. E recebeu 13 + 12 = 25 ligacdes.

)
)
)
)

f) Carla foi quem menos ligou. E recebeu 10 + 6 = 16 ligacdes.

A resposta pedida é: Mais telefonou foi Bruna e recebeu mais ligagoes foi Adriana.




3) Uma matriz A é do tipo 3 x 5, outra matriz B é do tipo 5 x 2 e a matriz C é do tipo m x 4. Qual

o valor de m para que exista o produto (A.B).C?
Solugao.

Para que exista o produto (A.B) é necessario que o numero de colunas de A seja o0 mesmo de
linhas de B. Isso ja acontece e o produto é do tipo 3 x 2. Isto € (A.B) possui 3 linhas e 2 colunas.
Para que seja possivel o produto por Cyxs 0 numero de linhas de C deve ser o mesmo de

colunas de (A.B). Logo, m = 2.

3 5
4) Dadas as matrizes A4 = L }e B=[4 0]obtenha X tal que X.A = B.

Solugao.

Aédotipo2x2eBédotipo2x1.Logo X édotipo2x1. Seja X:[a b].Temos:

3

XA=[a b]L

5
3} =[3a+bh 5a-3b]. Igualando a B, vem:

5

>lda=12=2a=—=—=b=—+
5a-3b=0 14 7 3

6
{3a+b:4—>(x3):>{9a+3b=12 12 6 '7_10

=—. Logo, | X
7 g

5a-3b=0

3 -1 5 4 8
5) Determine x e y na igualdade * + =
4 y 8 y 12 -6

Solugao.

Somando as matrizes e igualando ao resultado, temos:
x 3 -1 5 4 8 x—-1 8 4 8 x—-1=4=x=5
+ = = = =
4 y| |8 y| |12 12 2y| |12 -6 2y=-6=y=-3

1 2 -3
6) Dadas as matrizes 4 = L s 6 0 |, determine A + 2.B™.

Solugao.

4
Exibindo a transposta de B, temos: B” ={ 5 0 3}. Efetuando a expressao, vem:




7) Encontre a solu¢do da equacdo |4 -1 n—1=12.
n 0 n

Para achar o determinante de uma matriz 3x3 podemos utilizar a regra de Sarrus, que consiste em
copiar as duas primeiras colunas a direita da matriz, e subtrair a soma dos produtos da primeira
diagonal, pela soma dos produtos da segunda :

2 1 312 1

4 -1 n-1 4 -1=12 = (2n+n(n-1)+0)—(-3n+0+4n)=12

n 0 n|n 0

(=2n+n’>-n)-n=12 = n’*-4n-12=0

4+./16-4.1.(-12) 4+64
n= = H=T = n

2

2 1 3
8) Encontre a solu¢do da equagdo (4 -1 n—-1=12.
n 0 n

Para achar o determinante de uma matriz 3x3 podemos utilizar a regra de Sarrus, que consiste em

copiar as duas primeiras colunas a direita da matriz, e subtrair a soma dos produtos da primeira

diagonal, pela soma dos produtos da segunda :
2 1 312 1
4 -1 n-1 4 -1=12 = (2n+n(n-1)+0)—(-3n+0+4n)=12
n 0 n|n 0

(2n+n>—n)-n=12 = n° —4n-12=0

4+.16-41.(-12)
n= = n=

2




1 0
9)Sendo A=|-2 3|e B= E _23} calcule AB.
0 4
Essa ¢ uma questao de multiplicacdo de matrizes, onde estamos multiplicando uma matriz 3x2
por uma 2x2. O resultado sera obtido pelo produto de cada linha da matriz A por cada coluna
da matriz B. O resultado serd uma matriz 3x2.
1.5+0.1 1.(-3)+0.2 5 -3
AB=|(-2).5+3.1 (2)(3)+32| = 4B=|-7 12
0.5+4.1 0(-3)+4.2 4 8

4 5
10)Sendo 4 = {3 4} determine a matriz inversa da matriz A.

Sabemos que uma matriz multiplicada pela sua inversa resulta na matriz identidade, ou seja :

%
4b+5d =0 - 3a+4c=0 c=-3
3a+4c=0 4b+5d=0_) b=-5
3b+4d =1 3b+4d =1 d=4

4a +5c=1 {4a+50:1 {a=4

4 -5
Portanto, a matrizinversade 4é 4™ = [ s 4 }

2
11) (AFA 2003) Sejam m e n numeros reais tais que m # n e as matrizes A:[3

-1 1 . . ~ .
B:[O 1] Qual a relagdo necessaria entre m e n para que a matriz C = md+nBnao seja

inversivel.

Solugao.

[{e l)

Multiplicando os escalares “m” e “n” pelas respectivas matrizes, temos:

. 2 1 -1 1 2m—n m+n
i) C=mA+nB=m. +n. =
35 0 1 3m  Sm+n

Para que a matriz C ndo seja inversivel, seu determinante deve ser nulo.




.. 2m—-n m+n
i) detC=0= =0= (2m—-n).5m+n)—3m).(m+n)=0. Desenvolvendo a
3m Sm+n

expressdo e simplificando, temos: 10m* +2mn—5mn—n* —3m*> —=3mn=0= Tm*> —6mn—n’> =0.
Resolvendo a equacao em relagdo a “m”, vem.

6n+8n 14n
o Eon 4 _ont3oni 128’ onaNod T4 s
14

2(7) 14

Como pelo enunciado m # n, a matriz ndo sera inversivel se 7m + n = 0.

2
}sabendo que det A™ = —%.

12) Encontre o valor de x na matriz 4 = [
X

Solugao.

. 1 1
Como detA4™ = ! conclui-se que

= ——1|. Logo, detA = - 10. Substituindo esse valor no
det 4 det 4 10

1 2
calculo do determinante de A, temos: 3 =-10=>x-6=-10= x =-4.
X

4
13) Seja A" a inversa de 4 =( j Determine A + A™,

Solugao.

O determinante da matriz é diferente de zero. Logo, possui inversa.

—9a+4c=1 —9a+4c=1 22¢c=1=>c¢c=1/22
— f—
—a—-2c=0 9a+18 =0 9a=-18/22 = a=-1/11

=9 4 [a b]_[1 0]
-1 -2fle d]| [0 1 {—9b+4d=o {—9b+4d:0 {22d:—9:>d:—9/22
j—t

=
-b-2d =1 95 +18d =-9

-9 4}{—1/11 —2/11}_{—100/11 42/11}

9b =-36/22=b=-2/11

-1 =2 1/22 -9/22 -21/22 -53/22




1 2
14) (UC — GO) Determine x a fim de que a matriz 4 = [0 jseja igual a sua inversa.
X

Solugao.

O produto da matriz A por ela mesma devera resultar na matriz identidade.

I 241 2 1 0 1 2+2x 1 0 2+2x=0 x=1->2+2(1)#0
. = = 2 = = ) = .
0 x||0 x 0 1 0 x 0 1 x =1=>x=4=1 x=-1->2+2(-1)=0

Logo, o unico valor que satisfaz é x = - 1.

15) Resolva os sistemas.

g x+3y=5
3x-2y=1

Solugao.

Os sistemas podem ser resolvidos por qualquer método.
_1a
Xx+3y=5-x(-3)[-3x-9y=—15 AT
a =>-lly=-14=>
3x—2y=1 3x—2y=1 14) 55-42 13
x=5-3—|= =—
11 11 11

13 14
Logo, S = l—iﬁj} . Sistema possivel e determinado representado por retas concorrentes.

= 0=—-12 — Im possivel - S = { }. Retas paralelas distintas.

o {x—y=3—>x(—4){—4x—4y:—12

4x—-4y =6 4x—-4y =6

ax—y =28
16) Determine o valor de a para que o sistema {2 Z 6 seja possivel e determinado (SPD).
xX+4y=
Solucgao.
O determinante da matriz dos coeficientes devera ser diferente de zero.

ax—y =28 a -1
— (SPD)= D = z0=>4a—-(2)2z0=>4a#=-2=>a=-1/2.
2x+4y =6 2 4




+2y=1
17) Determine o valor de k de modo que o sistema {z g i seja impossivel (Sl). Isto €&, para
x+8y=

que a representagao geométrica da solugao sejam retas paralelas distintas.
Solugao.

Para que o sistema seja possivel e indeterminado (Sl), basta que se verifigue a

[{ Rl “e

proporcionalidade entre os coeficientes de “x” e “y”, mas ndo em relacdo aos termos

independentes. Isto é:

2 1 {(1).(8) =(2).(4) = 8=8 - ok.
g = — =

1
4 8 &k |k £(1).8) =2k #8 =k #4

Qualquer valor de “k” que n&o seja 4, tornara o sistema impossivel.

18) Discuta os sistemas abaixo em fungédo do paréametro k.

fx+2y =3 3x+4y=8
a{ y b{xy

4x+6y =9 6x+ky=7

Solugao.

No caso geral em sistemas 2 x 2 a analise pode ser feita partindo das situacgoes:

i< %< — SPD i) |4 =< = _
b d

— SPI i) o= =S 81
b d

a_c_¢ £
b d f f

z—=>6k#8=k+#8/6 > (SPD)

IOC+2y:3 ~ 7 “wyp,
Nao ha valor de “k” que o torne

=
4x+6y =9 =Z="=k=8/6—(SPI)

impossivel.

é;ﬁ%:3k;at24:>k;at8—>(SPD)

3x+4y:8 ~ 7 “wy,n
b) Nao ha valor de “kK” que o torne

bx+hky=7 g 4 8
Xrhy=T 03 48 s (s
6 k 7

indeterminado.




19) Resolva os sistemas, se possivel, e classifique-os.

x+y+2z=4 X+y+z=6 X+y+2z=5 x+y+3z=4
a) 12x-3y+z=0 b) <3x+2y-z=4 C) 12x+2y+4z=10 d) {2x-3y+4z=5
Sx—y—-z=3 S5x-4y+3z=6 3x+3y+6z=14 3x-2y+7z=9

Solugao.
Os sistemas foram escalonados.

x+y+2z=4 x+y+2z=4 x+y+2z=4
a) 2x-3y+z=0= 2L -L, {5y+3z=8 = Sy+3z=8 . Calculando o valor de z,
Sx—y—z=3 5L —L, |6y+11z=17  6L,—5L, |-37z=-37
-37 8-3z 8-3(1) 5 x=4-y-2z

temos: z=——=1; y —=1; .
-37 5 5 5 x=4-1)-2(1)=4-3=1

Logo a solugdo € S ={ 1, 1, 1}. O sistema é possivel e determinado.

X+y+z=6 X+y+z=6 X+y+z=6
b) 3x+2y-z=4 = 3L -L,jy+4z=14 = y+4z=14 . Calculando o valor de z,
5x—4y+3z=6 5L —L, |9y+2z=24 9L, - L, |34z =102

y=14-4z=14-43) x=6-y-z
Ty=14-12=2 "x=6-(2)-3)=6-5=1"

Logo a solugdo € S = {1, 2, 3}. O sistema é possivel e determinado.

X+y+2z=5 X+y+2z=5
C) 12x+2y+4z=10= 2L, -L, 10+0+0=0 . Logo o sistema n&o possui solugao.
3x+3y+6z=14 3L —-L, |0+0+0=1—>impossivel

x+y+3z=4 x+y+3z=4 x+y+3z=4
d) 2x-3y+4z=5=2L -L,{5y+2z=3 = S5y+2z=3 =. Calculando o valor de vy,
3x-2y+7z=9 3L —-L, |5y+2z=3 L,—-L, 10+0=0
=4-y-3
3.2z YT

temos: y = : _
y 5 x:4—3 2z

_20-3+42z 17+2z. A variavel z € chamada variavel livre.
5 5

3z

Logo a solugéo é S ={ 17+22 , 372z , z }. O sistema é possivel e indeterminado.

5 5




20) (ITA — SP) Seja a um numero real. Considere os sistemas lineares em x, y e z. Calcule o

x+y-z=0
valor de a para que o sistema <x—3y+z =1 admita infinitas solug¢des.
-2y+z=a

Solugao.

x+y—-z=0 x+y—-z=0 x+y—-z=0
Escalonando o sistema: <x-3y+z=1=L, -L,j4y-2z=-1= 4y -2z =-1.
-2y+z=a -2y+z=a L,+2L,|0=-1+2a

Para que o sistema seja indeterminado o 2° membro da 32 equacéao deve ser nulo. Logo,

21) Numa loja, os artigos A e B, juntos custam R$70,00. Dois artigos A mais um C custam
R$105,00 e a diferenga de pregos entre os artigos B e C, nessa ordem, é R$ 5,00. Qual o preco
do artigo C?
Solugao.

A+B=170

De acordo com as informagbdes do problema, temos o sistema: <24+ C =105. Escalonando,
B-C=5

vem:

A+B =70 A+B =70 A+B =70
24+C=105= 2L, -L,\2B-C=35= 2B-C=35=. Substituindo nas equacdes
B-C=5 B-C=5 L,-2L, |C=25

_C+35 25+35 _
2 2

30 |[4=70-B=70-30=40/. A resposta pedida é

anteriores, temos: |B

R$25,00.

22) (UERJ) Um feirante separou um numero inteiro de duzias de tangerinas (t), de magas (m) e
de péras (p). Observou que para cada macga arrumada, havia 2 tangerinas. Com 90 duzias, ele
fez lotes de 6 tangerinas, lotes com 6 macés e lotes com 4 péras. Colocou em cada lote,
indistintamente, o pregco de R$0,50. Arrecadou R$105,00 na venda de todos eles. Calcule t, m, e
p.

Solugao.

Utilizando os dados do problema e as letras representantes das frutas, montamos o sistema:




m=2t
6t+6m+4p=90(12) =
0,5t +0,5m+0,5p =105

6t +12t+4p =1080 18t +4p =1080 — +(2)
. Escalonando o

=
0,5t+1+0,5p =105 - x(10)  |15t+5p =105 — +(5)

. Logo, p = 90. Substituindo na

9t+2p =540 9t+2p =540
sistema simplificado, vem: P = P
L -3L,

3t+p =210 -p=-90

540-2p 540-2(90) 360

12 equacgao, encontra-se ¢ = 5

=40 e |m=2t=2(40) = 80|

23) Misturam-se dois tipos de leite, um com 3% de gordura outro com 4% de gordura para obter,
ao todo, 80 litros de leite com 3,25% de gordura. Quantos litros de leite de cada tipo foram

misturados?

Solugao.
Representando a quantidade de litros de leite com 3% de gordura como “x” e com 4% como “y”,
o} resultado final devera ser (x + y).3,25%. @) sistema é:
{x+y=80 :{x+y:80
3x+4y=325(x+y) -0,25x+0,75y =0

Multiplicando por 100 a 28 equacao e escalonando, vem:

x+7y =80 x+y=280 «
= ) Calculando Y’ temos: y
—25x+75y=0 |25L +L,|({100y =2000

_ 2000 _ 90
100

|x =80—20 = 60|. Logo serao misturados 60 litros de leite.

1 3
24) Determine, se existir, a inversa de 4 :(0 2).

Solugao.
Para que uma matriz possua inversa, é necessario que seu determinante seja diferente de zero.
Calculando: det A=(1.2 - 3.0) =2 # 0. Logo possui inversa.

1

1 3 b
Encontrar A" significa encontrar a solugdo de: (0 jx[d J:(O

0
. Desenvolvendo a
2)\c d 1

multiplicacdo e expressando o sistema, temos:
{a +3c=1
0a+2c=0 . o .
be3d—0 Da 22 equacgéo, temos que: 2c = 0. Logo ¢ = 0. Substituindo na 12 equacéao,
{ + /

0b+2d =1




temos: a+ 0=1.Logo a = 1. A 42 equacgéo fornece 2d = 1. Logo d = 1/2. A 3% indicaque b = -
3d, logo b = -3/2.

Logo (4™ =(l _3/2J

0 1/2

3 1
25) Determine a matriz X tal que X— A+ B =0, sendo dados 4=|-2|e B=|-2|
5 4
Solugao.
A equacdo X — A + B = 0 pode ser reescrita como: X = A — B. O exercicio resume-se a encontrar
a matriz resultante da subtracdo elemento a elemento entre A e B.
3 1 3-1 2
X=A-B=|-2|-|-2|=|-2-(-2)|=| 0|
5 4 5-4 1

26) Calcule det A, sendo:

a) A = (aj) uma matriz quadrada de 2% ordem, com a;; = i2 + ij.
Solugao.

Uma matriz quadrada de 22 ordem possui 2 linhas e 2 colunas. Primeiro precisamos construir a
matriz de acordo com a lei: aj = i? + ij.

an=(1+(1).(1)=2 ap=(1P+(1N.@2)=3 an=Q2 +2.(1)=6 ax=(2+(2).(2)=
8

2 3
Logo a matriz sera: A=(6 8]:detA=(2.8—3.6):16—18=—2.

7x-3y=10
b) A, a matriz dos coeficientes das incognitas do sistema {; Sy 6 na posicdo em que
X+oy=

aparecem.

7
Solugao. A matriz dos coeficientes sera: 4= (2 s ] =det A=(7.5)—(-3.2)=35+6=41.

3 4
27) Sabendo que «a :‘1 | calcule o numero real x tal que




x=3a-2b+c

Solugao.

Repare que os numeros estdo entre barras e nao colchetes. Além disso, as letras a,b, e ¢ estao
em minusculas. Essa forma de apresentacdo indica que cada letra vale o determinante dos
numeros. E preciso atengdo para ndo confundir; representacdo de matriz com representagdo de
determinantes.

Entado, temos: a = (3).(-1) = (-2).(1) =-1; b =(-1).(0) = (3).(2) =-6; c = (-2).(-7) — (4).(4)
Logox=3(-1)=2(-6) + (-2)*=-3+ 12 + 4 = 13,

28) Aplicando a regra de Sarrus, calcule os determinantes:

Solugao.

2 '1 o3
\2xcTRS.
0415
3V 2 3

.2
0

.
o

3
5
2

a= (3*0*1 + 2*4*2 + (-1)*5%-3) - ((-1)*0*2 + 3*4%(-3) + 2*5*1)

a=31-(-26) =57

a’ ab b’
b) b=|2a a+b 2p.
1 1 1

a’ ab b? az\al:;x b* ka’..ab

2a a+b 2b 2a a+b .2b | 2a_a+b
R W § \
1 1 1 1T 1171 1

b = [a%(a + b).1 + (ab).(2b).1 + (b?).(2a).1] = [(b?).(a + b).1 + (a®).(2b).1 + (ab).(2a).1]
b =[a® + a’b + 2ab? + 2ab?] — [ab? + b® + 2a%b + 2a°b]
b = a® + a’b + 2ab® + 2ab® — ab? - b® - 2a°b - 2a®b = a®- 3a*b + 3ab?- b® = (a - b)>.




2
29) Resolva a equacéo |0

2
Solugao.

Precisamos encontrar o determinante e igualar a 2. Aplicando Sarrus, temos:

[2.1.(-3) + 3.(x).2 + (- 2).0.(X)] = [(- 2).1.2 + 2.(X).(x) + 3.0.(-3)] = 2
[-6 + 6x + 0] — [- 4 + 2x*> + 0] = 2 implicando em: 2x*> + 6x —2 — 2 = 0.
Simplificando a equagdo vem: x? + 3x - 2 = 0. Fatorando, vem: (x - 1). (x - 2) = 0.

Logo temos dois valores para x. S = {1,2}

x+1 3 X
30) Seja a matriz quadrada 4=| 3 X .Calcule x de modo que det A = 0.
X 2 x-1
Solugao.

Precisamos encontrar o determinante e igualar a 0. Aplicando Sarrus, temos:

x+1 3. x_|x+1 3
N
3kx 1 3 x =0

" 2 XY x N2

[0+ 1).00-(¢ - 1) + 3.1.(x) + (%).3.2] = [()-().(x) + (x + 1).2.1 + 3.3.(x - 1)] = 0
[X.(X* = 1) + 3x + 6x] — [X>+ 2x + 2 + 9x - 9] = 0. Cancelando x° e simplificando temos:
8x—11x+7=0.Logo 3x =7 implicandoem x =7/3. S ={7/3}.

3x+y=10
31) Classifique e resolva o sistema ry :
2x-3y=-8

Solugao.

~ . 3 1 , , . .
Comparando as proporgdes dos coeficientes, temos: E;tg. Logo é possivel e possui uma Unica

solugdo. Outra forma de descobrir isso é utilizar a Regra de Cramer e verificar que det
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1
3) =detA=(3.(-3))-(1.2)=-9-2=—-11#0.Para encontrar as solu¢des, encontramos

13} — det A =(10.(=3))—(1.(-8)) =—30+8=-22 0. E,

10
8] = det A, =(3.(-8))—(10.2)=—24-20=—4420.

oy= :_‘1“1‘24.S={(2,4)}-

x+y=10
32) Classifique e resolva o sistema 4 :
2x+2y=5

Solugao.

~ - I 1 10 . , ~ .
Comparando as propor¢des dos coeficientes, temos: _:Ei?' Logo é impossivel e ndo possui
solugdo. Outra forma de descobrir isso é utilizar a Regra de Cramer e verificar que det

1 1

A= (2 2) =det4d=(1.(2))-(1.2)=2-2=0.Para encontrar as solugbes, encontramos
10 1

A4, =( 5 2]: det4, =(10.2))—(1.(5))=20-5=15=0. E,

[; lsojjdetAy =(1.(5))-(10.2)=5-20=-15%0.

Logo, x = %5: impossivel ey = —TIS =impossivel . S = { }.

2x+2y=10
x+y=5

33) Classifique e resolva o sistema {

Solugao.

210

=15 Logo € possivel e possui

Comparando as propor¢des dos coeficientes, temos: %

infinitas solugdes. Outra forma de descobrir isso € utilizar a Regra de Cramer e verificar que det

1 1
A= [2 2) —det4=(1.(2))-(1.2)=2-2=0.Para  encontrar as solugdes, encontramos

10 2
[5 lj:detAx:(10.(1))—(2.(5))=10—10=10. E,

y

2 10
A :(1 5]:olemy=(2.(5))—(10.1)=10—10=0.




Logo, x = 9:indeterminaa’o ey = %zindeterminado. Significa que escolhendo um valor

aleatdrio para x, podemos determinar y. Exemplos: x = 3, y = 5 — 3 = 2. De forma geral o par
ordenado solug&o pode ser escrito como S = {(k,5-k)}.
=-2
34) Discuta o sistema linear {mx+y
x-y=1
Solugao.

Utilizando o procedimento de comparar as razdes entre os coeficientes, temos:

. . m 1 . ,
Para que o sistema possua solug¢do unica, T:&—:m:ﬁ—l. O mesmo poderia ser concluido

1
analisando a matriz dos coeficientes Az(’? 1j:>detA=(m.(—1))—(1.1)=—m—1;atO. Logo

. . . . . -1 1 =2
possui solugao unica se m # -1. Se m = - 1, o sistema seria impossivel porque: T:—l;tT.
OBS: Lembre que essa discussao € analitica e que uma representacdo geométrica implica em

retas concorrentes (solugdo unica), coincidentes (indeterminado) ou paralelas (impossivel).

3x+2y=1

35) Calcule os valores de a para que o sistema { seja possivel e determinado.

ax—6y=0
Solugao.

Utilizando a comparacdao das razbes dos coeficientes, temos que o sistema é possivel e

determinado (solugao unica), se 3 # % =2a#-18=a#-9.
a —

(m+2)x+(m+5)y="7

36) Calcule os valores de m para que o sistema { seja possivel e

2x+(m+3)y=0

determinado.

Solugao.

Utilizando a comparacado das razbes dos coeficientes, temos que o sistema é possivel e

determinado (solug&o unica), se mt2 # mt> =m’+5m+6#2m+10.

2 m+3
Simplificando a equagéo, temos: m? + 3m — 4 # 0. Implica em (m + 4).(m — 1) # 0. Logo basta
quem#-4em#1.

2x+my=3 .
tenha solucéo unica.

37) Calcule os valores de m para que o sistema {

mx+8y==6

Solugao.




Utilizando a comparacado das razbes dos coeficientes, temos que o sistema é possivel e

: o 2
determinado (solugao unica), se 22 w216
m

Simplificando a equacao, temos: m?— 16 # 0. Implica em (m + 4).(m — 4) # 0. Logo basta que m #
-4em#4.

38) (UF - SC) Sejam 4=(a;),; € B=(b;),, duas matrizes definidas por a, =i+, e b, =2i+j,

respectivamente. Se 4-B =C, entdo qual é o elemento ¢,, da matriz C ?

Solugao.

O elemento c3; € o produto da 32 linha da matriz A pela 22 coluna da matriz B. Entdo bas ta
utilizar as leis de a;; e b; para encontrar essa linha e coluna.

i) A 32 linha de A possui os elementos: az1=3+1=4;a3,=3+2=5;a33=3+3=6.

ii) A 22 coluna de B possui os elementos: b2 =2(1)+2=4; by =2(2)+2=6; b3, =2(3) +2 =8.
Logo, C32 = az1bqo + asgbop + assbx =44+ 56 +6.8 =16 + 30 + 48 = 94

OBS. Nao é necessario formar as matrizes. Mas se fosse o caso elas seriam:

6
8
10

8 5
2X +3Y =
5

4 -3
X -4y =
(1 —ISJ

39) Resolva o sistema

Solugao.

Multiplicando a 22 equacgéo por -2 em ambos 0os membros, temos:

8 5 8 5
2X +3Y = 2X +3Y =
-9 19 -9 19
Temos:

4 -3 -8 6
X -4y = —2X +8Y =
1 —18) x (-2) -2 36

Aplicando o método de adigao, vem:

0 11
0X +11Y = .
-11 55




Iy, 11y,

seY=|"" ”*|calculamos 11Y =
Hy; 1ly,

Vi Vs

Comparando os termos, vem:

11y, =0=y,=0.
11y, =11=y, =1

0 1
LogoY = :
{11y3=—11:>y3=—1. -1 5

11y, =55=y, =5.
Substituindo na 12 equacéao do sistema e expressando o valor de X, temos:
2x1x2_85301_85 0 3) (8 2

X, -9 19) (-1 5) -9 19) (-3 15) |-6 4)

Resolvendo agora os sistemas em x, temos:

{2@=8:¢n=4.

2x,=2=x,=1. a .
.Logo X = .Asolugdo eV ={

2x, =-6=x, =-3.
2x,=4=>x,=2.

51
40) Considere 4 :(4 Oj' Determine (47 + 4'.

Solugao.

1 0

51 b
Encontrar A" significa encontrar a solugéo de: ( j){a J: [0 ,

4 0)\c d

Desenvolvendo a multiplicacédo e expressando o sistema, temos:

Sa+c=1
4a+0c=0

{%+d=0

. Da 22 equacéo, temos que: 4a = 0. Logo a = 0. Substituindo na 12 equagéao, temos:

4b+0d =1

5(0) + c=1. Logo c = 1. A 42 equacéo fornece 4b = 1. Logo b = 1/4. A 32 indica que d = -5b ou
d =-5/4.




L, (0 1/4 0 1/4 1/4 -5/16
Logo |4 . Calculando = X = .
1 -5/4 1 -5/4 -5/4 29/16

Calculando a transposta, vem:

o I 1/4 -5/16) (5 4 21/4 59/16
Finalizando: |(47) " + 4" = + =

-5/4 29/16 1 0 -1/4 29/16




SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL NO PLANO

E um sistema composto por dois eixos perpendiculares entre si, ou seja, o eixo das abscissas
(eixo x) e o eixo

das ordenadas (eixo y ) que dividem o plano em quatro quadrantes. Com este sistema, podemos

localiza pontos no plano que sdo chamados de pares ordenados (x,y).

L

29 Quadrante 1? Quadrante

o]

3% Quadrante 4° Quadrante

EXERCICIOS
1) Localize no plano cartesiano os pontos:
a) A4(3,2) b) B(-14)
2) Determine o quadrante em que se encontra os pontos abaixo:

d) D(-5.-1) 9) G(-7.1)
e) E(2.-1) h) H(-4,-4)

f) F(3,4) i) 1(0,5)

3) O ponto B tem ordenada diferente de zero e abscissa nula, determine o eixo em que B se

encontra.

4) Dado o diagrama, determine as coordenadas dos pontos A, B, C, D e E:




5) Represente, no sistema cartesiano ortogonal adequado, os pontos:

A(-1,4) D(-2, -2) G(1,5,3) J(0,0,1)
B(3, 3) E(-2,0) H(2,0,2) KO, 3, 5)
C(2,-5) FO,1) (2,2, 3) L(2,4,0)

VETORES

Existem dois tipos de grandezas:

e Escalares: sdo as grandezas definidas por apenas um numero real e acompanhadas de

uma unidade adequada, como comprimento, area, volume, massa, entre outras.

e \Vetoriais: sdo as grandezas que precisamos conhecer seu médulo (ou comprimento ou

intensidade), sua direcao e seu sentido, como forga, velocidade, aceleragéo entre outras

e € representado por um segmento orientado (uma flecha).

Ha diferenca entre direcéo e sentido:

e Direcao: horizontal, vertical, circular, inclinada.

e Sentido: a direita, a esquerda, anti-horario, horario.




O vetor é representado por um segmento orientado (uma flecha) sendo o seu moédulo dado pelo

comprimento do segmento e dire¢ao e sentidos definidos.

"

NOTACAO: AB (vetor correspondente ao segmento orientado com origem em A e extremidade

em B)

OBSERVACOES

a) Os vetores u, v e w sao paralelos, e indica-se por u//v//w, se 0s seus representantes

tiverem a mesma diregao.

-+

b) Os vetores u e v sao iguais, e indica-se por u = v, se tiverem iguais o médulo, a dire¢cdo e o

sentido.

c) Vetor nulo é aquele em que a origem coincide com a extremidade sendo indicado por 0 ou

AA e por nao possui direcdo e nem sentido definidos, considera-se o vetor nulo ou zero paralelo

a qualquer vetor.
d) Vetor oposto possui mesmo modulo e mesma diregdo, porém com sentido contrario. Se

v=AB,ovetor BA éoopostode AB ,istoé, BA=—-AB.

A ' B




e) Dois vetores u e v sédo ortogonais se formarem angulo reto (90°) e indica-se por u L v.

f) dois ou mais vetores s&do coplanares se existir algum plano onde estes vetores estédo

representados.

u, v € w sdo coplanares u € v sao coplanares e w ndo é coplanarau e v

VETORES EM R?

Os vetores de R® podem ser representados no plano cartesiano, conforme indicado na fig.2.

A figura acima mostra o vetor v cuja origem é o ponto A = (5, 4) e cuja extremidade é o ponto
B=(909).




Em geral, usa-se na algebra vetorial substituir o vetor por um vetor equivalente (vetor de mesmo
modulo, mesma direcdo ou diregdo paralela e mesmo sentido) cuja origem coincide com a
origem dos eixos cartesianos.

Esse vetor sera indicado por v = (4, 5) onde (4, 5) s&o as coordenadas de sua extremidade.

O madulo do vetor v = (x, y), de acordo com o teorema de Pitagoras é |v| = v = ¥« + =

VETORES EM R®

No espaco tridimensional, cada ponto é indicado por trés coordenadas (x, y, z). Assim, todo
vetor de R®, localizado na origem sera indicado por (x, y, z) onde (x, y, z) sdo as coordenadas de
suas extremidades.

Assim, o vetor u da figura abaixo, sera u = (x, y, z).

O modulo do vetor u, de R® é determinado por

u=lul|= Jul+y?+z2

VETORES NO PLANO

Dados dois vetores v, e v, nao paralelos, representados com a origem no mesmo ponto O e as

retas r, e r, contendo estes representantes, respectivamente,




Ln
=)

Os vetores u, v, w, t, x e y, representados na figura, sdo expressos em fungéo de v, e v,

por:

u=>5, +4v, t=3v, =2v,

v=-2v, +3v, x=4v, +0v,

—_—

w=-4v, —v,

y=0v +2v,

Aplicacoes da algebra vetorial

Distincia entre dois pontos

Sejam A = (X1, V1, z1) € B = (x2, Y2, Z2) dois pontos no espaco R>. A distancia entre os pontos A e
B é igual ao médulo do vetor AB, que, conforme visto no capitulo 1, se determina por
d= Va2 + ¥ +2% onde X=Xo-X1,Y=Y2-Yy1€2Z=2;-2Z.

No plano a distancia entre os pontos (X1, y1) € (X2, y2) € d = W« + ¥=

Area de um tridnqulo

A area do tridngulo é determinada por: A = b.h/2, que para o tridngulo PQR torna-se A =
(1/2)PR.QS.

No tridngulo PQR, tem-se: h = PQ.sen 6. Assim, a area € A = (1/2)PR.PQ.sen 6.




Ora, PR é o mddulo do vetor u e QS o modulo do vetor v. Portanto, A = (1/2).] u |.| v |.sen 6.

O produto | u |. | v |. sen 6 é exatamente o moddulo do produto vetorial de u por v.

Portanto, temos A =(1/2). [luxv

Exemplo:- Calcular a area do triangulo de vértices A= (1, 2,5), B=(5,-3,7)e C = (0, -4, -2).
Fagamos u = B - A e v = C - A Desta forma teremos: u 5 -1 -3-2,7-5)e
v=(0-1,-4-2,-2-5)==>u=(4,-5,2) ev=(1,-6,-7).

Calculando u x v obtém-se: u x v = (47, 26, -29) cujo modulo é %472 + 262 (-2972 = 3146 .
A area do triangulo é entdo: & = (1/2%.V3146 .

Obs.1 - Para encontrar a area do tridngulo A = (x4, Y1), B = (X2, y2) € C = (X3, y3), onde os lados
sao pontos do plano, complete as coordenadas com z4 = z, = z3 = 0 e aplique o mesmo

raciocinio anterior.

Obs. 2 - A area do quadrilatero ABCD equivale a soma das areas dos triangulos ABC e ACD.

PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Dados os pontos A (x4, Y1) € B (X2, y2), 0 ponto médio é aquele que divide o segmento em dois
segmentos cujas medidas sdo iguais a metade da medida do segmento AB.
Na figura a seguir, M(xm, ym) é o ponto meédio do segmento AB.

F
Wz B
1
1
1
1
1
1

Pela semelhancga dos tridngulos ABB' e AMM' podem escrever:
AM/AB =AM'/ AB' ==>1/2 = (Xm - X1) | (X2 - X1) ==> 2Xm - 2X1 = X2 - Xq ==> 2X;, = X + X4 ==>

Xm = (X2 + X4¢)/2.
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Pela semelhancga dos triangulos BAB' e BMM' tira-se BM/BA =BM'/BB'==>1/2 = (y2 - Ym)/
(y2 - y1) de onde se conclui ym, = (y2 + y1)/2.

Portanto, o ponto médio do segmento AB, com A (x4, Y1) € B (X2, ¥2), € [(X1 + X2)/2, (y1 + y2)/2].
O raciocinio pode ser estendido para o espago R®, sendo [(X; + X2)/2, (y1 + Y2)/2, (z1 + 22)/2] as

coordenadas do ponto médio do segmento AB, sendo A = (x4, Y1, Z1) € B = (X2, Y2, Z2).
Exercicios

1) Calcule a area do triangulo formado pelos pontos médios dos lados do triangulo ABC sendo
A=(3,2,5), B=(5,-3,7)eC=(0, -4, -2).
2) Calcule a area e o perimetro do triangulo ABC se A= (3, 2,5), B=(5,-3,7)e C=(0, -4, -2).
3) Note que o tridngulo ABC dos exercicios 1 e 2 € o mesmo. Compare as areas obtidas nos
dois exercicios. Que conclusao se pode tirar a respeito da area de um tridngulo e da area do
triangulo formado pelos pontos médios desse triangulo?
4) Calcule as medidas das medianas do triangulo de vértices A= (3, 2,5), B=(5,-3,7)e
C=(0, 4, -2).
5) Em cada caso, calcule a distancia entre os pontos A e B e represente-os no sistema de
coordenadas cartesianas adequado:

a) A(1,3)eB(-2,1).
b) P(3,-4)e O é a origem.
c) A0O,2,1)eB(2,2,23)
d) A(1,2,2)eB(2,5,6)
6) O triangulo ABC tem veértices A(3 , 1); B(-1, 1) e C(-1 , 4). Calcule o seu perimetro. Desenhe
o tridngulo.
7) Determinar o ponto Pe IR? pertencente ao eixo y, eqiidistante dos pontos A (2,0) e B (2, 4).
8) Determinar o ponto Pe IR® pertencente ao eixo x e eqiidistante dos pontos A(-1 , 2 , 5) e
B(1,4,2).
9) Determinar o ponto Pe IR, eqiidistante dos pontos A (0, 1,2)e B (4, -1, 3) cuja ordenada
€ o triplo da abscissa e cuja cota é nula.
10) Determinar o ponto Pe IR?, de abscissa 5, que dista 2 do ponto A(4 , 1).
11) Determine a area e o perimetro de um quadrado que tem como vértices consecutivos os
pontosA(3,5,2)eB (4,0, 2).

12) Dé as coordenadas do vetor AB, calcule a sua norma e faca a representagao grafica:




c) A(1,-1)
B(-2, -3)

b) A(-1,4) d) AG,2)
B3, 4) B(@3.2)

13) Determine a extremidade do segmento que representa o vetor v = (2, -5) sabendo que sua

origem é o ponto A(-1, 3).

14) Dados A(0, 1); B(1,0); C(1, 2)e D(2, 1) mostre que AB=CD. Represente graficamente.

Respostas dos exercicios

5) a) V13 un
b) 5 un

c)2\/§un
d)~/26 un

6) 12 un

7)P(0, 2)

10)P(5,1+ +/3)ouP(5,1-+3)

11) Area = 26 un?
Perimetro = 4+/26 un




12)a) AB = (-1, - 2); HEHN@un

b) AB = (4, 0): Hﬁ”:4un
c) AB =(-3,-2). HE&'H:\/ﬁun
d) AB=(0,0); HEH:Oun

e) AB=(0,3, 2); Hﬁi”:\/ﬁun
13) (1, -2)
14) AB=CD=(1, -1)

IGUALDADE DE VETORES

Dois vetores u=(x,,y,,z,) € v=(x,,v,,z,) s@0 iguais se, e somente se, x,=x,, y, =y, €

z, =z,, escrevendo-se u =v.

OPERACOES COM VETORES

Sejam os vetores u = (x,,v,,z,) € v=(x,,y,,2,) € a € R. Define-se:

1 u+v=(x+x,, 9 + V.2 +2,)

2) a;:(axl,ayl,azl)

VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS

Sendo A(x,,y,,z,) a origem de um vetor e B(x,,y,,z,) a sua extremidade, e se v = 4B temos:
v=B-4 <:>;:(x2 — X, V) = Y122y —Z;)
OBS: da equacéo V= B—- A4, podemos tirar:
Origem: v=B-A< A=B—v

Extremidade: ;: B-A4A< B= A+;




Exercicios

1) Dados A(0, 1); B(1, 0); C(1, 2) e D(2, 1) mostre que AB=CD. Represente graficamente.

2) Calcule o vetor soma e o vetor diferengca em cada caso. Faga a representagcdo grafica de

todos os vetores:

a) a=AB b=CD
A(1,2) C(3,9)
D (5., 10)

b=CD
C (6, 8)
D (1, 10)

Respostas dos exercicios

MODULO DE UM VETOR

W = +/x2 +y*+z2°
EXERCICIOS

1) Determinar o valor de x e y sabendo que « =(x+13) € v=(52y-5) sdo iguais.

2) Dados os vetores u = (1,-3) e v=(-12), determinar:

a) 3u+2v b) 3u—2v

3) Determinar o vetor x na igualdade 3x+2u :%h}, sendo dados u=(2-1) e v=(-24).




4) Encontrar os ndmeros a, e a, tais que v=av, +a,v,, sendo dados v=(210), v, =(53) e

vy =(2-1).
5) Dados os pontos 4(-2,1), B(1,-3) e C(-4,2), determinar o ponto D de modo que a):%A—B_

6) Sendo 4(4,-2) e B(1,4) extremidades de um segmento, determinar os pontos F e G que dividem

AB em trés segmentos de mesmo comprimento.

7) Dados os vetores 1 =(3.-1) e v=(-2,-1), determinar:

-

a) ‘;‘ b) ‘& Yy c) ‘2& ~3v

8) Determinar, no eixo Ox, um ponto P que seja equidistante dos pontos 4(-2,-1) e B(-4,5).

9) Dados os pontos 4(0,1.-1) € B(L1-1) e os vetores u=(-2.-11), v=(03-1) e w=(-12.2), verificar se

existem os ndmeros a,, a, € a, tais que w=a, AB+a,u+a,v.

10) Sabendo que o ponto P(—3,m,n) pertence a reta que passa pelos pontos A(l,—2,4) e
B(~1,-3,1), determinar m e n.

> -

11) Dados os vetores u=-2i+j, v=i—j e w=2i+3;, determinar:

- - 1~ 1-—

a) 2u-—v b) V—u+2w c) 15—2;—; d) ——v——w
2 2 2

12) Dados os vetores u=(-31) e v=(1,2), determinar o vetor x tal que:

—

) 4li—v)+ =20 b) 33— v —u)=2 (47— 3u)

13) Dados os pontos 4(-3,1), B(2,5), c(-13) e 0(0,0), calcular:

a) 04— 4B b) oC - BC C) 3BA-4CB

14) Dados os vetores 1 =(-42), v=(1-5) e w=(6,-12), determinar «, e a, tais que w=a,u+a,v.
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15) Dados os pontos 4(-43) e B(~11) e o vetor v=(3-2), calcular:

a) (B-4)+2v b)) (4-B)-v Cc) B+2(B-4) d) 3v-2(4-B)

16) Sejam os pontos 4(1,-5) e B(3,1). Determinar o vetor v = (a,b) tal que:

a) B=A+2v b) 4=B+3v

17) Dados os pontos 4(2,-3) e B(-2,5), determinar os pontos M e N pertencentes ao segmento

AB tais que W:%E e ﬁ:%ﬂé.

18) Dados os vetores u=(-11), v=(4,-3) e w=(-68), calcular:

-

a)ld b)b c) M
19) Calcular os valores de a para que o vetor u =(a,-2) tenha médulo 4.
20) Encontrar o ponto P de eixo ox de modo que a sua distéancia ao ponto 4(-3,2) seja igual a 5.

21) Dados os pontos 4(2,-2,3) e B(1-15) e o vetor v=(1,3.4), calcular:

a) A+3v b) (4-B)-v C) B+2(B-4) d) 2v-3(B- 4)
22) Dados os pontos 4(1,2,-3), B(2.14) e C(-1-3-1), determinar o ponto D tal que 4B+CD=0.
23) Sabendo que 3u-4v=2w, determinar a, b e ¢, sendo u=(2.-1.c), v=(a,b-33) € w=(4-10).
Dados os vetores u=(-23,1), v=(1-2) € w=(-34,0)
24) Determinar o vetor x de modo que 3u—v+x = 4x+2w;

25) Encontrar os valores a,, a,€ a; tais que ayu+a,v+a;w=(-213-5).




PRODUTO ESCALAR

Chama-se produto escalar de dois vetores u=uxi+y j+z,k € v=x,i+y,j+z,k, e se
representa por uev, ao numeroreal uev=xx,+ y,y, +z,z,.

O produto escalar de u por v também é indicado por <u,v > e se |é “u escalar v”.
Exemplos:

1) Dados os vetores u=2i-5;+8k € v=5i-2—k, calcule uev.
2) Sejam os vetores u=(-321) e v=(1,-4,1). Calcular:
a) lu+v)el2u—) b) ueu
3) Dados os vetores u=(4,a.-1) € v=(a,-2,3) € 0s pontos A(-4,1,2) e B(3.-12), determinar o valor de
« tal que Zo(ﬁﬂ):&
EXERCICIOS
1) Dados os vetores u =(1,-3,-1) e v=(1,-1,4), calcular:

a) 2ue[-v)  b) laewfeb-2u)  ©) favfoli=) d) w+v)ol-u)

2) Sejam os vetores u=(2,al), v=(3-12) e w=(2a-1-24). Determinar a« de modo que

uey= (u+v)0(v+w).

3) Dados os pontos 4(4,-1,0), B(2,,-2) e C(1,-3,2) e os vetores v =(2,1,1) e v=(-1,2,-3), obter o vetor x

tal que:

a) 3+2v=x+(aBeu b) (BCev)i={uevf-3x




PRODUTO VETORIAL

DEFINICAO DE PRODUTO VETORIAL: Chama-se produto vetorial de dois vetores

u=xi+y j+z,k € v=x,i+y,j+z,k, tomados nesta ordem, e se representa por xxv, ao vetor.

i j ok
-7 ST Al Al Ny
UXv=\x; ¥y z|uxv= - i- k

Yo 2y Xy 2y Xy )2
Xy Vo 2y

O produto vetorial de u por v também é indicado por u v e lé-se “u vetorial v”.

Dispositivo pratico para o célculo de uxv

X V. . F '
IO
Xy Vo, 2, 1 M

uxv= (J’lzz —y221)2'+(21x2 _szl)j+(x1y2 _xz)’l)k

EXERCICIOS

1) Calcular uxv para u=2i+3;+4k € v=i+k.

- — > -

Seu=i-3j-k, v=—i+2j+k e w=i+k , determinar:

1ylev)x V)

2) [ix we (wxa)
3)luxv)xvxu)
4 li—v)xw

5) ({,Z X ;)x w

6) ux(vxw)

7y wx (v +w)

e - - —_—

8) uXxv+uxw

o [ix7)e7




10) fixv)ow

11) ZC(VXW)

12) Dados os pontos 4(2.2.-1), B(3,0.-1) e C(-3,-1,2), determinar o ponto D tal que 4D =BCxAC.

VETORES LINEARMENTE DEPENDENTES E LINEARMENTE INDEPENDENTES

e NO PLANO
Dois vetores » e v sdo ditos linearmente dependentes (LD) se um deles for nulo ou se forem

vetores paralelos. Caso isso ndo ocorra, os vetores sdo ditos linearmente independentes (L7).

Logo, concluimos que os vetores u=(x.,y) € v=(x,,y,)sd0 linearmente dependentes (LD) se e

somente se as correspondentes componentes sdo proporcionais, ou seja, existe «tal que
Xy =ay,

Yy =0!y2'

¢ NO ESPACO

Os vetores u e v sdo ditos linearmente dependentes (LD) se um deles for nulo ou se forem

vetores paralelos. Caso isso ndo ocorra, os vetores sao ditos linearmente independentes (LI).

Analogo ao plano, os vetores u=(x,y,,z,) € v=(x,,7,.z,)s80 linearmente dependentes (LD) se e
somente se as correspondentes componentes sdo proporcionais, ou seja, existe o tal que
X, =ax,
Nnh=ay,.
z,=az,
Os vetores u=(x,,y,.z), v=(,,2,) € w=(xs,7;.2;)580 ditos linearmente dependentes (LD) se

XM A

Xy Yy z[=0.

X3 V3 V3

EXEMPLOS

Dados os vetores a=(24),b=(438), c=(35), d=(00), 2:[%%] , verifique se os vetores s&o

linearmente dependentes ou independentes:




Verifique se os vetores abaixo sao linearmente dependentes ou linearmente independentes:

1) u=(-1-1-2), v=(013)  w=(4,-3,11)

2) u=(-13), v=(213) € w=(-1,-14)

EXERCICIOS

Dados os vetores abaixo, verifique se os vetores sdo linearmente dependentes ou

independentes:

5) i=(132) e j=(211)

6) k=(1-12), I=(2-10) & m=(1,0.2)

7) n=021), o=(45-1)e p=(-17)




9) Determine A € IR, de modo que os vetores a = (-1, 0, A), b

sejam LD.

10) Determine A € IR, de modo que os vetores a = (A, -1, 2),

sejam LI.

EQUACAO DA RETA NO PLANO

A reta tem como equagao uma funcao de primeiro grau, podendo se apresentar sob diversas
formas. Entre as formas iremos analisar: as paramétricas, a reduzida, a geral e a segmentaria.
Seja entdo a reta apresentada na figura abaixo:

3

u=ia, b

L

Equacoes paramétricas

Uma reta fica perfeitamente definida se conhecermos um de seus pontos e uma diregao paralela
a ela.

Sejam entdo: A(Xo, Yo) um ponto da reta, u = (a, b) um vetor paralelo a reta e P(x, y) um ponto
genérico dessa reta.

Como a reta r é paralela ao vetor u, podemos escrever: P-A=A .u< (X-Xo, ¥ - Yo) = A.(a, b)
SX-Xo= Aa ey-Yo= Ab =
= ¥g + a.A

l!l"ll:l+ b.a

que sao as equacdes parameétricas da reta.




Exemplos:-

1) Escrever a equagao da reta que passa pelo ponto (2, -4) cuja direcdo é definida pelo
vetor (5, 3).

Solugdo:- A solugdo ¢é imediata de acordo com o que foi visto acima.

Resposta: x=2+5key=-4+ 3.

2) Verifique se o ponto (3, - 8) pertence ou ndo a reta x = -2 + A ey = 4 + 2\
Solugdo:- Para que (3, -8) pertengca a reta, estas coordenadas devem verificar as duas
equacaoes.

Na primeira equagado: 3 =-2 + A = A =5. Levando esse valor para a segunda equacao resulta:

y=4+25=14. Como y deve serigual a -8, o ponto n&o pertence a reta.
3)Construa o graficodaretax=-2-3Aey=7 + 2).

Solugao:- Para construir o grafico basta determinar dois pontos da mesma. Para isso, atribui-se
valores

para A e calculam-se os valores de x e y. Assim, para A = 0, temos: x = -2 - 3.0 = -2 e
y=7+20=17.

Para L =-1,x=-2-3.(1)=1ey=7+ 2.(-1) = 5. Temos assim dois pontos (-2, 7) e (1, 5).
Marcando esses pontos no sistema de eixos cartesianos, e ligando-os por uma reta teremos o

grafico construido.

X

{'3.1 2:'

4) Dé um vetor v da forma (9%, 12) que seja paralelo a reta x = -2 + 3L ey =7 - 2\
Solugao:- Um vetor paralelo a reta € u = (3, -2), tirado da prépria equacgao. Ora, se v é paralelo a
reta entdo v € paralelo a u. Assim v = ku = (9%, 12) = k(3, -2) = -2k = 12 e 3k = 9x. De -2k = 12
tira-se k = -6 que levado em 3k = 9x = -18 = 9x = x =-2. O vetor é entdo (-18, 12).
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Equacao segmentaria

Eliminando o valor de nas equacgdes paramétricas obtém-se:

RoRp 0 ¥ Yo
a b

que é a equagao segmentaria da reta.
Nesta forma, (a, b) € um vetor paralelo a reta e (Xxo, Yo) € um ponto conhecido.

Equacao reduzida

Da equacado segmentaria da reta, tiramos bx - bx, = ay - ay, = ay = bx - bx, + ay, =
y = (b/a)x + (ay, - bx,). Fazendo b/a = m e ay, - bx, = h, resulta: y =mx + h . Esta forma de
apresentacao da equacao da reta e chamada de forma reduzida.
Observe que m = b/a é a tangente do angulo que o vetor (a, b) forma com o eixo positivo dos x.
O coeficiente m (= b/a) € chamado de inclinagao, ou coeficiente angular ou declividade da reta.
Além disso, se fizermos x = 0, resulta y = h, de onde se conclui que (0, h) € o ponto onde a reta
corta o eixo vertical. O parédmetro h é chamado de parametro linear da reta.
Com relagao ao vetor que define a diregao da reta, podemos escrever (1, b/a) = (1, m) é paralelo

a a.(1, b/a) = (a, b). Ou seja, o vetor (1, m) é paralelo a reta y = mx + h.

Equacao geral

Da expressao bx - bx, = ay - ay, podemos obter bx + (-a) y + a yo — b X, = 0. Substituindo b por
A, (-a) por B e ay, - bx, por C, a igualdade anterior fica A x + By + C = 0. Esta forma é
chamada equacao geral da reta.

Se considerarmos dois vetores (A, B) e (a, b), seu produto escalar € A a + B b. Como foi feito

A=beB=-a,teremos Aa+Bb=ba+(-a)b=ba-ab=0= (A, B) é perpendicular a

(a, b). Como (a, b) é paralelo a reta, podemos concluir que (A, B) € um vetor perpendicular a reta
Ax+By+C=0.




EXERCICIOS:

1) Sejax =3 + 4L ey = -5+ 2\ as equagdes paramétricas da reta. Escreva as equacoes

simétricas, reduzida e geral para essa mesma reta.

2) Sejay =2x-7 e 4x + 3y + 2 = 0 as equacgdes reduzida e geral de duas retas. Escreva as

demais formas de equagdes dessas retas.

3) Dé um vetor paralelo a cada uma das retas abaixo:
a)x=-5+6L ey=8-3L

b) (x-2)/5=(y +7)/3

c)y=2x+5

d)3x+4y+5=0

4) Construa o grafico de cada uma das retas citadas no exercicio 3.
5) Dé um vetor perpendicular a cada uma das retas citadas no exercicio 3.

6) O vetor (k + 1, 7) é perpendicular a reta (i) 3x + 4y + 56 = 0,(i) y = 2x - 5
(i) (x-2)/5=(y + 7)/3 (iv) x=-5+61 ey=_8-3\.Determine, para cada caso, o valor de k.

7) Escreve, na diferentes formas da reta, a equagdo da reta que satisfaca as condigdes:
(a) passa pelo ponto (-8, 9) e é paralela ao vetor (4, -2)

(b) passa pelo ponto (5, -4) e é perpendicular ao vetor (7, -1)

8) Calcule a area e o perimetro do tridngulo cujos lados séo segmentos das retas y = 2x - 9, 3x +
4y-1=0e (x-1)2=(x+1)/3.

9) Dar as equacgdes vetorial e paramétricas da reta r que passa por A(1, -1) e tem vetor diretor

v=(3, 4). Faca a representacgéao grafica.

10) Verifique se os pontos B(4 , 3) e C(3, 1) pertencem a reta r do exercicio anterior.

11) Determine as equacgdes vetorial e paramétricas da reta r determinada pelos pontos A(1, 1) e
B(2, -3).




12) Determine as equacgdes vetorial e paramétricas da reta r que passa pelos pontos A(1,0, 1)
e B(0,1,0).

X=1+3A
y =2\
Zz=6-5\

12) Dadas as equacgdes paramétricas de uma reta r, achar uma equacgao vetorial de r:

13) Verifique se o ponto P(4 , 1, -1) pertence aretar: X=(1,0,1)+A(2,1,1); relR.

14) Dar as equacgbes vetorial e paramétricas da reta r que passa pela origem do sistema

cartesiano e que tem vetor diretor v=(2, 1, 3). Represente graficamente.

PARALELISMO E PERPENDICULARISMO DE RETAS EM R?

As condicbes de paralelismo e perpendicularismo de duas retas podem ser analisadas a partir

dos vetores paralelos ou perpendiculares as retas.

Lembrando:

(i) Dadas as equagbes x =X, + ak ey =Y, + bA, (a, b) € um vetor paralelo a reta.

(i) Naforma Ax+ By + C =0, (A, B) € um vetor perpendicular a reta.

(i) Naformay=mx+h, m=a/b, sendo (a, b) o vetor paralelo a reta.

(iv) Para duas retas paralelas, seus vetores (a, b) e (a’, b’) sdo da forma (a’, b’) = k(a, b) onde k

€ um numero real.

(v) Para duas retas perpendiculares, os vetores (a, b) e (a’, b’) também serao perpendiculares.

Neste caso, o produto escalar é nulo, ou seja,aa’ +b b’ =0.

Usando as condi¢gdes acima, € simples verificar se duas retas sdo paralelas ou perpendiculares,

bem como encontrar uma reta que seja paralela ou perpendicular a outra reta dada.

Exemplo 1:




Determine a equacéo da reta que passa pelo ponto (2, 7) e que seja paralela a reta cujas

equacdes paramétricas x =4 -2AL ey =5 + 3.

Solugdo:- Como a reta é paralela a reta dada, o vetor que define a direcdo de ambas & (-2, 3).

Temos entdo: x=2-2Ley =7 + 3i.

Exemplo 2:

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto (-2, 5) e é paralela a reta y = 4x + 3.
Solugédo:- Como m = 4, temos 4 = a/b. Como a reta passa pelo ponto (-2, 5), tera:

5=4.-2) + h = h =13. Portanto, a equacgao da reta seray = 4x + 13.

Exemplo 3:

Determine a equacdo da reta paralela a 3x — 2y + 4 = 0, que passa pelo ponto (1, 7).
Solugdo:- (3, — 2) € um vetor perpendicular a reta dada. Como se quer uma reta paralela a
primeira, este vetor também sera perpendicular a reta cuja equagao se quer determinar.
Assim,3.1-27+C=0=2C=11=23x-2y+11=0.

Exemplo 4:

Escreva a equacdo da reta que passa pelo ponto (2, -1), que seja perpendicular a reta
rr3x+2y+5=0.

Solugéo:- O vetor (3, 2) é perpendicular a reta r, portanto, é paralelo a reta s. Assim, a equagao

daretaéx=2+3hey=-1+2\

Exemplo 5:

Escreva a equagdo da reta que passa pelo ponto (2, -1), perpendicular a reta
x=2+4\ey=5-3A.

Solugédo:- O vetor (4, -3) é paralelo a reta dada. Portanto, perpendicular a reta pedida. O vetor
paralelo a reta pedida (a, b) deve ser tal que (a, b).(4, -3) = 0. Quaisquer valores de a e b que

satisfacam o produto, pode ser usado como vetor paralelo a reta. Pode-se entdo fazera = 3 e

b = 4, pois 3.4 + 4(-3) = 0. Assim, a equacao da reta pedida é x =2 + 3L ey = -1 + 4\,

EXERCICIOS:




1. Considere a reta r, dada por suas equagdes paramétricas: x = 3 - 2h e y = -5 + 4. Escreva,
nas formas reduzidas e segmentaria, a equacéo da reta que passa pelos pontos (-2, 3), sendo a
mesma:

a) paralelaar

b) perpendicular ar.

2. Considere a reta r, dada sob a forma reduzida y = (2/3)x - (4/5). Escreva, na forma geral e
paramétrica, a equagdao da reta que passa pelo ponto (-1, -5), sendo a mesma:

a) paralelaar
b) perpendicular ar.

3. Considere a reta r, dada sob a forma geral, 3x - 2y + 6 = 0. Escreva nas formas geral,
reduzida e paramétrica, a equagdo da reta que passa pelo ponto (2, 5), sendo a mesma:

a) paralelaar

b) perpendicular ar.

4) Uma reta r passa pelo ponto (-4, 1) e tem sua direcao definida pelo vetor (4, 5). Escreva a

equacgao paramétrica da reta que passa pelo ponto (1, -2) se a mesma é:
a) paralelaar
b) perpendicular ar.
5) Estude a posicéao relativa das retas:

ayrX=(-1,0,-1)+x1(2,3,2)

s:X=(0,0,0)+u(1,2,0)
b) rX=8,1,9)+1(2,-1,3) d) r:
X=3,4,4)+un(1,-2,2) s:

6) Verifique se as retas sao ortogonais:
ayrX=(1,2,3)+x(1,2,1)
s:X=2,4,4)+u(-1,1,-1)

b)yr:X=(0,1,0)+%(3,1,4)
s X=(-1,1,0+u(1,0,1)




A RETA NO ESPACO R®

Para o espaco tridimensional sdo consideradas trés coordenadas (X, y, z). A determinagao da

equacao de uma reta nesse espaco tem as mesmas caracteristicas que a equacao da reta no

espaco R?, diferenciando apenas no nimero de coordenadas.

Sejam entao,
a) um ponto (X, Yo, Zo) conhecido,
b) o vetorv = (a, b, ¢c) paralelo aretare

c) (X, y, z) um ponto genérico da reta r, conforme indicados na figura abaixo.

O vetor u = (X - Xo, Y - Yo, Z - Zp), por ser paralelo a v = (a, b, ¢), é tal que u = Lv, 0 que permite
escrever:
(X -Xo, Y-VYo, Z-20) =X.(a, b, c) = (ar, bi, ch).
Aplicando a definicdo de igualdade de vetores, conclui-se:
X-Xo= aAl < X=Xp+aA; Y-Yo=bA y=yo+bhl € z-zg=CcAh z=2y+CA.
As equagdes:
X = Xp + a\
Yy=Yo+bA
Z=2y+CA,
sao denominadas equacdes paramétricas da reta.

Explicitando A nas equacdes pode-se também escrever

HK-¥0o _ ¥~ %o
a - b

que constituem as equagdes segmentarias da reta.

E importante ndo esquecer que (a, b, ¢) & um vetor paralelo a reta enquanto que (xo, Yo, Zo) & um

ponto da reta.




POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS EM R3.

A figura a seguir mostra diversas retas no espaco tridimensional, ou seja, em R®.

£

<

Na figura o vetor u define as dire¢gdes de retas como u e t, enquanto que r define a direcdo da
reta r.
O vetor u é perpendicular ao vetor v. Assim, o produto escalar u.v €& nulo.
Entretanto, as retas r e u sdo perpendiculares enquanto que as retas r e t sdo ortogonais.
Para que as retas sejam perpendiculares, além do produto u.v ser nulo, o sistema formado pelas
equacoes das duas retas deve ter solugao unica.

No caso de serem ortogonais, ndo concorrentes, a solugao do sistema formado pelas duas retas
nao deve ter solucéo.

Para retas paralelas, os vetores que definem suas direcées também serao paralelos. Assim, se s
e w sao os vetores que definem as dire¢cdes das retas, deve-se ter s = k. w.

Quando, as retas nado sao paralelas e o produto escalar dos vetores que definem suas diregdes
nao for nulo, as retas serao concorrentes obliquas se o sistema apresentar solugdao unica ou

serdo reversas obliquas se o sistema nao tiver solugéo.

EXERCICIOS

1 - Escreva a equacao da reta cuja diregcao é definida pelo vetor (2, 1, 2) e que passe pelo
ponto (-2, 3, 4).

2 — Escreva, na forma segmentaria, a equagao da reta que passa pelo ponto (3, 4, 2), paralela
a reta:
x=3+2\L y=-4+7L z=-5-3\




3 — Considere os pares de retas abaixo. Informe a posi¢cdo de uma em relagao a outra.
a)(x—3)2=(y+2)-3=(z-5)/4 e [x=4-8L; y=10+121;z=15—-161]
b)[x=1+2L;y=4+3A;z=-3+4)\] e[x=9+3A;y=-7T+2\;z=2-3)]
C)[x=1+2\;y=4+3A;z=-3+4)\] e [x=2+3h;y=5+21;z= (-5/3) - 3)]

4 — Ache o valorde a paraque asretas (x—3)/2=(y+2)-3=(z-5)/4 e [x=1+2L;y=4+

3\ ; z=a + 4)] sejam concorrentes.

5 - D& um vetor na forma (20, n, m) que seja paralelo a reta (x - 2)/4 = (y - 1)/3 = (z + 4)/(-2).

6 - Dé um vetor na forma (a, b, 15) que seja paralelo aretax=-3 +4A,y=2-3%, z=5 + 2.

7 - Dé um ponto que pertenca a reta do exercicio 05 e outro que pertenca a reta do exercicio 6.

8 - Determine um vetor na forma (5, 2a - 1, a) que seja perpendicular a reta do exercicio 5.

9 - Determine um vetor na forma (2a + 2, 3a, 1), que seja perpendicular a reta do exercicio 6.

10 - Determine a equacado da reta, nas formas paramétricas e segmentaria, que passa pelos
pontos (2, 1, 2) e (5, -1, 7).

11 - Verifiguem se o ponto (6, -1, 0) pertence a reta que passa pelos pontos (4, -2, 3) e (5, 1, 5).

12 - Sejam A =(7,-13,6),B=(4,-4,5)e C = (9, -19, 2). Entre eles, qual (ou quais) passa (ou

passam) pela reta que contém os pontos (3, -1, 2) e (2, 2, 1).

13 - Determine a equacdo da reta suporte da mediana relativa ao lado AB do tridngulo de
vértices A=(7,-13,6),B=(4,-4,5)e C= (9, -19, 2).




