13. Afuncdoy=arc senx, -1 =x =1, tem:

Y A
R/21-=-
T
-1 0 1 X
r=y— I
a) minimo absolutoem x = — 1 ;

b) maximo absolutoem x = | ;

n
¢) valor minimo f(—1)=arcsen (— )= — -]

d) valor maximo f(1)=arcsen | =

SRR
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2. Os sinais da Derivada primeira

Consideremos uma func¢ao real f definida num dominio D, tal que f € derivavel em D.
Os sinas da funcado derivada f° estdo relacionados ao crescimento ou

decrescimento de f. Valem as seguintes propriedades.

(1) Se f'(x) e positiva para todo x de um intervalo |, entao f é crescente em |.

f'ix) =tga >0 f'ix,) = tgh > O fixe) =tga > 0 f'ix,) = tgBp > 0

l f'(x) >0, Vx e I = f crescente em | 20




(Il) Se f(x) € negativa para todo x de um intervalo |, entdo f € decrescente

em |

YA Ya

< P iy
- y -~y > . R T Ve

b R

-
X

fixgd =tga <0, fix,) =1W9B <O fix) = tga< 0, fix,) = tgh <O

f'(x) <0, Vx € I = fdecrescente em I

21



Agora suponhamos que f seja derivavel num intervalo aberto contendo o ponto x,

e que f'(x,) = 0.

A reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, tem coeficiente angular

m = f(x,) = 0; portanto, & paralela ao eixo X. Isto pode ocorrer nas seguintes

situacoes.

a)
: VA
f(xn) /-T\
! -
0 Xo X

f cresce antes de x, e decresce depois de x,.
Neste caso, X, é ponto de maximo local.
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]

= 0O Xo X

f decresce antes de x, e cresce depois de X,.
Neste caso, X, € ponto de minimo local.
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Y
ﬂ)(o)
R— A
0 Xo

f cresce antes e depois de X,.
Neste caso, diz-se que X, é um
ponto de inflexao de f.



d)

f(xo)

|

|

|

| —_—
Xo

0

f decresce antes e depois de x,.
Neste caso, X, € ponto de inflexao.



Concluindo, observamos que, quando temos uma funcao derivavel, podemos

descobrir os Intervalos onde f cresce ou decresce e ainda determinar eventuais
pontos de maximos ou de minimos achando as raizes e analisando os sinais da

derivada f'.

Num intervalo em que f'(x) > 0, f & crescente.

Num intervalo em que f'(x) <0, f & decrescente.

Os pontos em que f(x) = 0 podem ser de maximo ou de minimo ou de inflexao.

Estes pontos sdo chamados pontos criticos de f.
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S — e ——

=0 -—f=0" [<( <0 =0 {50
$— X e 8- : »X
f cresce ] f decresce f decresce f cresce
e
ponto de maximo ponto de minimo
Ll i =0 15l {'<0 =0 f<0
& +X % > X
f cresce l f cresce f decresce f decresce
ponto de inflexdo ponto de inflexdo
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3. Os sinais da Derivada segunda

Consideremos uma funcao real f, definida num dominio D, tal que f & derivavel ate
segunda ordem em D, isto &, existem f'(x) e f "(x) em D. Os sinais da derivada

segunda f “(x) estao relacionados a concavidade do grafico de f.

Dizemos que o grafico de f tem concavidade para cima (ou concavidade

positiva) num intervalo | quando as retas tanges ao grafico em pontos deste

intervalo deixam os pontos acima da curva acima delas.

Vale a seguinte propriedade:

28



(1) Se f “(x) é positiva para todo x de um intervalo |, entdo f € concava para

cima em I
v A yA
I
I
I
|
| I
ol ! !
" = of ~ x, £ % Xy
0 X
tga <tgPp <tgy
concavidade para cima: fix,) < fix;) < fix,)
pontos do gréfico ficam acima f'(x) é crescente
das retas tangentes f(x) > 0

f(x)>0, Vxe I = fcOncava para cima em I

29
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Dizemos que o grafico de f tem concavidade para baixo (ou concavidade
negativa) num intervalo | quando as retas tanges ao grafico em pontos de | deixam

0s pontos da curva abaixo delas. Vale a seguinte propriedade:

(I1) Se f “(x) é negativa para todo x de um intervalo |, entao f € concava para

baixo em |.

T = g

/ /
.

0

|
:
[
|
|
}

xy

Xy
N
o
H
Fy

X3 X3 \

: o tga > tgP > tgy
concavidade para baixo:
P f"xl:l > f"lx:l' > f'[:ﬂ

pontos do gréfico ficam abaixo ;
f'(x) é decrescente
das retas tangentes #'(x) < O

f“(x) <0, VxeI = fconcava para baixo em |
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Os pontos em que f muda de concavidade sdo chamados pontos de inflexao.

Num ponto de inflexao, a reta tangente ao grafico corta a curva.

Y A v concavidade
concavidade para cima
para } {
concavidade
| para |
f baixo cuncavidade‘l
| N
! = baixo | -
of / Xo X 0 Xo X
ponto de inflexdo: f muda de concavidade ponto de inflexdo horizontal;
a reta tangente corta o gréfico a reta tangente é paralela ao eixo x
f'(xo) = O e fx) = tga # O (%) = 0 e fix) = 0

Um ponto x, em que f “(x,) = 0 e f ” muda de sinal (antes e depois de x,) € um
ponto de inflexdo de f. Se tambem f'(x,) = 0, dizemos que € um ponto de
inflexao horizontal, pois a reta tangente é paralela ao eixo x.
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| it =0 f >0 120 o0 " <0

. X £ » X
I f concava f concava f cOncava f concava
p/ baixo p/ cima p/ cima p/ baixo
pto. de inflexao pto. de inflexdo

Se f “(x,) = 0 mas f” nao muda de sinal (antes e depois de x,), entao f nao muda

de concavidade em x,. portanto, neste caso, x, hao € ponto de inflexao.
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"Jamais considere seus estudos como uma
obrigacao,

mas como uma oportunidade invejavel para aprender
a conhecer a influéncia libertadora da beleza do
reino do espirito,

para seu proprio prazer pessoal e para proveito da
comunidade a qual seu futuro trabalho pertencer.”

Albert Einstein
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nascimento ou natureza,

nao tem os meios para progredir na riqueza e no
poder,

mas todos tem a capacidade de progredir no
conhecimento.”

Pitagoras
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1. Variacao de uma funcao

Funcao crescente e funcao decrescente num intervalo

Uma funcao real f € crescente num intervalo | quando aumentando o0s
valores de X, X € |, em correspondéncia também vao aumentando os valores

de f(Xx).

v A
fix;)

fix,) ¢

xy

funcdo crescente
X; < X3 =» f(x,) < f{x;)



A funcao € decrescente em | quando aumentando os valores de x, x € |, vao
diminuindo os valores de f(x).

Y A

funcdo decrescente
X, < Xz = f(x,) > f(x,)

Uma funcdo € chamada fung¢ao crescente quando & crescente no seu dominio
todo. Uma funcdo € chamada fungao decrescente quando € decrescente no
dominio todo.



Exemplos

1. A funcaoafimy = x + 1 € crescente. A funcaoy =-x + 1 € decrescente.

y =X+ 1

-
e

b o= o o w owm . o o e e
T B
koo o o -

funcéo crescente funclo decrescente



2. Afuncao f(x) = 1 + |x|, x € R, & decrescente no intervalo ]-=, 0] e crescente no
intervalo [0, +=[. Observe que falamos em funcao crescente ou decrescente num
intervalo e nao em um ponto. Neste exemplo, o ponto x = 0 esta no intervalo

]-=, 0], em que f € decrescente, e tambem em [0, +=[, onde f € crescente.

x Y




3. A func@o f(x) =—x* + 4x, X € R, é crescente no intervalo J-=, 2] e é decrescente

no intervalo [2, +=|.

| R —— S—_—




4. A funcao f(x) = ‘—xf +4x|, X € R, é decrescente nos intervalos ]-=, 0] e [2, 4] e €

crescente no intervalo [0, 2] e [4, +=|.

- - - - -

------

FE R R R rE
T

d.u——————-ﬁ--—-—



Maximos e Minimos relativos

Consideremos uma funcao real f que € definida num ponto X, € num intervalo

contendo X,.
Dizemos que X, € um ponto de maximo relativo (ou maximo local) de f quando

f(X,) € 0 maior valor de “nas proximidades” de X,. Mais precisamenie, X, € um
ponto de maximo local de f quando ha um intervalo aberto | contendo x, tal que
f(x,) = f(x), '7x € | N D(f). Neste caso, dizemos que f(x,) € um valor maximo local
(ou relativo) de f.

Y
fix,)

L&} L 1y
1 ‘ F
O! X 4 X
X, € um ponto de maximo local de f
fix,) &€ um valor maximo local de f

fixo) 2 f(x), vx € |



Dizemos que x, € um ponto de minimo relativo (ou minimo local) de f quando
ha um intervalo aberto | contendo x, tal que f(x,) < f(x), ¥ x € | N D(f). Neste caso,

f(x,) € um valor minimo local (ou relativo) de f.

. ] 4 £
- I %

X, € um ponto de minimo local de f
f(x,) € um valor minimo local de f
fixo) <€ fix), vx € [



5. A funcado f(x) = 1 + [x|, x € R, tem um ponto de minimo local, x = 0. O valor

minimo local de f e f(0) = 1.

x ¥
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6. A funcao f(x) = —x* + 4x , X € R, tem um ponto de maximo local, x = 2. O valor

maximo local de f e f(2) = 4.

xy
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7. A funcdo f(x) =\—x-‘f +4x

. X € R, os pontos x, = 0 e x4 =4 sao pontos minimos
locais e o0 ponto X, = 2 € de maximo local. Os valores minimos locais de f sao

f(0) =0 e f(4) = 0. O valor maximo local de f e f(2) = 4.

L T

e I
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8. As fungdesy=x+1ey=-x+ 1, definidas em R, ndo tém pontos de minimos

nem de maximos locais.

y=x+ 1

- X + 1

o= o e owm aw E E  E

&
b o o e e

== - - -

xy
xY

funcéo crescente funcéo decrescente
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Maximos e Minimos absolutos

Consideremos uma funcao real definida no dominio D.

Dizemos que x, € um ponto de maximo de f (ou ponto de maximo absoluto de

f) quando f(x,) = f(x), ¥ x € D. Neste caso, f(x,) € o valor maximo de f.

Dizemos que x, € um ponto de minimo de f (ou ponto de minimo absoluto de

f) quando f(x,) < f(x), ¥ x € D. Neste caso, f(x,) € o valor maximo de f.

Pode ocorrer que uma funcao nao tenha valor maximo ou nao tenha valor minimo

ou hao tenha ambos.
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Exemplos

9. A funcao f(x) = 1 + x|, X € R, tem um ponto de minimo absoluto, x = 0. O valor

minimo de f & f(0) = 1. Esta funcao nao tem um valor maximo.
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10. A funcéo f(x) = —x? + 4x , X € R, tem um ponto de maximo absoluto, x = 2. O

valor maximo de f e f(2) = 4. Esta func&o nao tem valor minimo.

Yy - x* + 4x
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11. A funcao f(x) = ‘—xz + 4}4 X € R, tem dois pontos de minimo absoluto, x = 0 e x
= 4. O valor minimo de f é f(0) = f(4) = 0. Esta funcdo ndo tem valor maximo

absoluto (embora tenha um maximo relativo em x = 2).

o

I
—

:



12. Afuncao y = sen x, x € [0, 211], tem:

27

. : n
a) maximos locais em x = =

In
b) minimos locaisem x =0 e x ="

—

n
¢) maximo absoluto em x =~

xY

In
d) minimo absoluto em x = --~2—;
Fd bt
T n
e) valor maximo f{ - > =R = ¥
{ : % g [P

3n in
f) valor minimo f( 3 ): sen — =



